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Resumen

En este trabajo hacemos un repaso de algunas de las principales propuestas en
el area de la logica epistémica dinamica, rama de la légica modal: l6gica epistémica
(interpretada sobre la clase seméntica S§5), légica epistémica con anuncios publicos y
logica epistémica probabilistica. Se exponen propiedades basicas y conceptos de interés
para cada uno de estos sistemas, y se discuten en el contexto de ejemplos, muchos de
ellos clasicos, que ponen de manifiesto su relevancia en diversos ambitos de la realidad
practica. En aras de integrar los sistemas anteriormente mencionados, y en particular
la logica epistémica con anuncios publicos y la légica epistémica probabilistica, se
propone una generalizacién de los anuncios publicos que es coherente con los aspectos
probabilisticos de nuestro lenguaje, y se estudian también las propiedades tedricas
basicas de esta propuesta. Se discuten varias conjeturas, de las que se espera obtener
resultados adicionales en investigaciones futuras, sobre el comportamiento formal de
esta nueva construccién.
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Abstract

In this monograph we review some of the main proposals in the area of dynamic
epistemic logic, a branch of modal logic: epistemic logic (interpreted on the semantic
class §5), epistemic logic with public announcements and probabilistic epistemic lo-
gic. We set forth some of the basic properties and relevant concepts for each of these
systems, which are discussed in the context of examples (many of which are classical
problems in the field) which showcase their relevance in several scopes of application.
For the sake of integrating the previous systems, and in particular epistemic logic
with public announcements and probabilistic epistemic logic, a generalisation of pu-
blic announcements which is coherent with the probabilistic aspects of our language
is proposed, and the basic theoretical properties of this proposal are studied. We dis-
cuss some conjectures, for which aditional developments through further research are
expected, about the formal behaviour of this new construction.
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1. Introduccion

El presente trabajo se enmarca dentro del campo de la légica modal y, mas con-
cretamente, de la légica epistémica multiagente. La l6gica modal estudia, en lineas muy
generales, el comportamiento deductivo de las expresiones “es necesario que” y “es po-
sible que”. En diversos contextos, dichas expresiones adquieren diversos significados y
connotaciones, reflejandose estos en las propiedades que manifiestan como parte de los
correspondientes sistemas formales, pero con ciertas propiedades comunes: tipicamen-
te son extensiones de la logica proposicional mediante nuevos operadores modales de
necesidad () y de posibilidad (<). En la literatura del campo aparece una gran varie-
dad de interpretaciones distintas para estos operadores modales; si A es una férmula
arbitraria, por ejemplo, algunas de las interpretaciones de la férmula [JA son:

= A es éticamente obligatorio (l6gica dedntica)

» A es deseado por alguien (légica volitiva)

» Siempre serd el caso que A (16gica temporal en modalidad futura)

» Siempre ha sido el caso que A (légica temporal en modalidad pasada)

En este sentido, la interpretacion en la que se enmarca nuestro trabajo seria la
siguiente: “lJA = Un determinado agente conoce A”.

En lineas muy generales, nuestro punto de partida sera el estudio de la logica
epistémica multiagente S5, sistema fundamental y bien establecido en el campo, vy,
a partir de aqui, consideraremos tres extensiones del mismo, con un especial énfasis
en la interaccién entre sistemas de logica epistémica y sistemas probabilisticos. Mas
concretamente, en el presente trabajo se estudiara:

= la légica epistémica dindmica con anuncios piblicos Lkqj,
= la logica epistémica probabilistica LPx, y

= la légica epistémica probabilistica dinamica LPx) (que integra los dos sistemas
anteriores).

Aunque, por supuesto, estamos muy interesados en las propiedades matematicas
y meta-matematicas de estos sistemas y mencionaremos sus propiedades bésicas a lo
largo del trabajo, nuestro enfoque sera mas conceptual y nuestro principal objetivo
sera describir con detalle la semantica de dichos sistemas, motivar su introduccién y
proporcionar al lector una serie de ejemplos para que pueda forjar una buena intuicién
sobre el uso de dichos sistemas y como podrian usarse para modelar situaciones donde
el razonamiento epistémico y probabilistico pueda ser de interés.

Durante nuestro estudio de la literatura del campo, detectamos una leve incon-
gruencia en una de las propuestas clasicas para integrar los razonamientos epistémicos
con los probabilisticos: siendo la logica epistémica probabilistica dinamica con anun-
cios publicos una extension de la légica epistémica dinamica con anuncios publicos, la
propuesta que se esperaria de una generalizaciéon de estos “anuncios publicos” deberia
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ser coherente con la seméntica de los anuncios publicos en el sistema clasico PA; no
obstante, como comprobard el lector cuando llegue a la parte pertinente del trabajo,
este no es el caso.

A la vista de ello, surgié un segundo objetivo:

= Proponer una nueva formulacién de la 1égica epistémica probabilistica dindmica
con anuncios publicos que exstienda al sistema clasico 85, y, en particular, emplee
la misma seméntica para el tratamiento de los anuncios publicos.

Dicho esto, a continuacién ofrecemos una descripcion mas pormenorizada del
contenido de nuestro trabajo.

= En el capitulo 2, tratamos de proporcionar cierto contexto histérico y filoséfico
para los formalismos que desarrollamos durante el resto del trabajo, y también
presentamos la version “bésica” de los mismos, junto con sus propiedades funda-
mentales y otros aspectos tedricos; en particular, presentamos un concepto tan
fundamental como el de bisimulacion. Como se vera de forma mas concreta en
el capitulo correspondiente, el lenguaje basico L (Ldgica Epistémica) pretende
proporcionar una logica para razonar sobre situaciones en las que varios agentes
con conocimiento limitado sobre distintos conjuntos de “hechos del mundo” tra-
tan de razonar sobre estos hechos y sobre lo que los demds agentes razonan sobre
estos hechos (y sobre lo que los deméds agentes razonan que los demds agentes
razonan sobre estos hechos, etcétera).

= En el capitulo 3 introducimos una nueva construccién para este lenguaje, el “ope-
rador de anuncio publico”, que constituye una primera incursion en aspectos
dindmicos de un sistema epistémico (es decir, en situaciones que involucren cam-
bios en la informacion de la que disponen los agentes). A lo largo del capitulo
se discuten varias propiedades interesantes, y a menudo contraintuitivas, de esta
nueva construccién; en particular, se observa que, “estrictamente hablando”, los
anuncios publicos “no son necesarios”, dado que cualquier férmula con anuncios
publicos puede traducirse a una férmula equivalente sin anuncios publicos.

= En el capitulo 4 anadimos una dimension probabilistica a nuestro lenguaje. Dicha
adicién permite razonar no solo en términos absolutos de certeza y posibilidad
(las “categorfas estandar” de la légica epistémica), sino también en términos de
grados de certeza; no obstante, como veremos, no elimina un tipo de razona-
mientos en favor de los otros, sino que permite la coexistencia de ambos. Se
discuten las dificultades y los matices que hay que tener en cuenta a la hora de
analizar una situacion epistémica con aspectos probabilisticos; en este sentido,
presentamos algunas de las propiedades deseables més tipicas que suelen exigirse
en estos sistemas (CONS, OBJ, UNIF, SDP, MEAS), asi como las conse-
cuencias tedricas de imponer dichas propiedades. También expandimos la nocién
clasica de bisimulacion a este nuevo ambito probabilistico.

= En el capitulo 5 realizamos nuestro aporte principal: tratamos de proporcionar
un “lenguaje epistémico dinamico probabilistico” que unifique los enfoques pro-
porcionados en los dos capitulos anteriores, junto con algunas de las propiedades
tedricas bésicas que satisface esta propuesta, y algunos ejemplos e ilustraciones
de la potencia conceptual de la misma. En particular, el principal teorema de este



capitulo demuestra que nuestro concepto de restriccion de un modelo epistémico
probabilistico esta bien definida, en el sentido de que el resultado sigue siendo
un modelo epistémico probabilistico. Por otra parte, demostramos que las prin-
cipales propiedades desarrolladas en el capitulo anterior (CONS, OBJ, UNIF,
SDP) se conservan a través de la restriccion. También presentamos brevemente
la propuesta de Barteld Kooi, principal fuente de inspiracion para nuestra propia
propuesta.

» En el capitulo 6 introducimos un nuevo operador (“operador de conocimiento
comin)”, que en un sentido riguroso dota de una mayor expresividad a nuestros
lenguajes, y nos permite plantear algunos de los ejemplos clasicos méas interesan-
tes; tratamos también de introducir una dimensién probabilistica en algunos de
estos ejemplos, y acabamos el capitulo haciendo una propuesta semi-especulativa
que va todavia mas alla de los sistemas estudiados en este trabajo.

= En el capitulo 7 presentamos brevemente sistemas axiomaticos (ya conocidos)
para cada uno de los sistemas que hemos expuesto en este trabajo, asi como
nuestra propuesta especulativa de un posible sistema axiomatico para nuestro
lenguaje epistémico dinamico probabilistico.

= Finalmente, en el capitulo 8 hacemos una sintesis de los resultados en este trabajo,
y tratamos de identificar algunas de las principales lineas de investigacion que
plantea.

Para cada una de las partes de este trabajo, contamos con una serie de fuentes en
las que nos hemos basado para obtener los principales resultados tedricos y ejemplos.
Para los capitulos 1, 2 y 5 nos hemos basado principalmente en el manual Dynamic
FEpistemic Logic de van Ditmarsch y otros [1]; en el capitulo 1, sobre todo para la intro-
duccién historica, también hemos hecho uso del manual Modal Logic for Open Minds
de van Benthem [2], asi como de algunos articulos de la Enciclopedia de Stanford. Para
el capitulo 3, nuestra principal referencia ha sido el articulo Reasoning about Knowledge
and Probability de Halpern y Fagin [3], asi como en el articulo Probabilistic Dynamic
FEpistemic Logic de Kooi [4]. Las axiométicas del capitulo 6 son una combinacién de
[1] v [3], ¥ nuestra propuesta estd parcialmente inspirada en la axiomédtica en [4]. Una
excepcién es el capitulo 4, donde, salvo por el articulo de Kooi [4] que nos ha servido
como inspiracion para desarrollar nuestro propia propuesta, los resultados tedricos son
originales.

Para resultados o conceptos conocidos de la teoria de la probabilidad, hemos
utilizado el manual An Introduction to Probability and Statistical Inference de Roussas
[5], v para resultados o conceptos conocidos de la 1égica proposicional hemos utilizado
el manual Mathematical Logic for Computer Science de Ben-Ari [6].
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2. Loégica Modal Multiagente, Logi-
ca Epistémica

Este primer capitulo consistird en una breve introduccion a la légica modal, tanto
en la que podriamos considerar que es su formulacién mas clasica (Modelos de Kripke
o de los mundos posibles) como en la familia particular de modelos en los que nos inte-
resard centrarnos en nuestro trabajo (l6gica epistémica multiagente, y principalmente
S5). Comenzaremos con una pequena sinopsis de las motivaciones filoséficas que lleva-
ron a desarrollar estos formalismos (siguiendo bésicamente el primer capitulo de van
Benthem [2] y el primer capitulo de van Ditmarsch [1], asi como algunas ideas sueltas de
los articulos sobre légica intensional [7] y légica modal [8] de la Enciclopedia Filoséfica
de Stanford), seguida ya de una exposicion formal de los conceptos més fundamentales
de los que haremos uso durante el resto del trabajo (inspirada en contenido y orden de
exposicién en el segundo capitulo de van Benthem [2] y en el segundo capitulo de van
Ditmarsch [1]).

En nuestra exposiciéon formal nos referiremos desde el primer momento al caso
mas general (a saber, modelos de Kripke multiagentes), dado que, sin anadir un enorme
grado de complejidad conceptual (una interpretacién natural de los “modelos clésicos”
es que se tratan simplemente de “modelos multiagentes monoagentes” ), generalizan y
anaden una enorme riqueza al lenguaje. En aras de proporcionar al lector un contexto
completo, hemos anadido cuando lo hemos considerado conveniente algunas anotacio-
nes sobre convenciones notacionales utilizadas en los modelos “clasicos” que difieren
ligeramente de la notacién utilizada en este trabajo.

2.1. Breve sinopsis histérica y conceptual

. Qué es la logica modal? Una respuesta basica y preliminar que podria ofrecerse
es que se trata simplemente de una familia de sistemas formales que expanden la légica
proposicional con dos simblos adicionales, “caja” (O) y “diamante” (<), junto con sus
correspondientes semanticas, que procederian a explicarse a continuacién en aras de
comenzar a demostrar teoremas sobre estos formalismos lo antes posible. No obstante,
tal respuesta no seria del todo satisfactoria, dado que nos dejaria desprovistos de una
“brijula conceptual” que nos sirviese para dar algin sentido inicial a los formalismos
en cuestion - incluso aunque, como ya ha ocurrido en tantas otras ocasiones en la his-
toria de las matemadticas, estos pudiesen adquirir un sentido propio e interpretaciones
nuevas mas alld de los objetivos con los que inicialmente fueron planteados (que es,
de hecho, lo que ha sucedido con la légica modal, cuyas aplicaciones en la actualidad
se expanden a una variedad de disciplinas que abarcan, sin animos de ser exhaustivos,
desde la lingiifstica hasta la teorfa de juegos). La importancia de tener una tal “brijula
conceptual” reside, a pesar de todo, en que nos proporciona una perspectiva sobre el
contexto en el que el formalismo fue desarrollado originalmente, y nos permite com-
prender la naturalidad de las diversas ramificaciones en las que fue desarrollandose a
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partir de entonces.

Asi pues, jqué es la l6gica modal? O mas bien, ;para qué sirve, o qué fines tenian
en mente quienes idearon originalmente sus principios? Si seguimos la exposicion de
van Benthem, o nos guiamos simplemente por los nombres més comunes que reciben
los operadores modales, “operador necesidad” y “operador posibilidad” (ademéds de
los términos neutros “caja” y “diamante”), descubrimos rapidamente que lo que se
pretende con ellos es, fundamentalmente, rescatar dos conceptos clasicos de la logica
anterior a la revolucién formal que experimenté a finales del siglo XIX y principios del
XX (amanos de figuras como Boole, Frege, etc.), a saber: los conceptos de “necesidad”
y “contingencia”. Parafraseando a un van Benthem que parafrasea a Frege, pareceria
que, desde que esta revolucién tuvo lugar, “decir que una proposicion es necesariamente
cierta no es mas que decir que es cierta, mas una lista de datos autobiograficos sobre
cémo de convencido estas de ella”.

Es algo irénico que sea precisamente en una observacién un tanto sarcastica co-
mo la anterior donde puede encontrarse la clave para redescubrir y recuperar el valor
de estos conceptos clasicos. En efecto, si las aseveraciones sobre la “necesidad” o la
“posibilidad” de una proposicién no se interpretan como algo sustancial a lo que dicha
proposicion dice sobre el mundo, sino que mas bien a lo que dicha proposicion revela
sobre el cardcter limitado del acceso que el sujeto articulador de la proposicion tiene
al mundo, dichas aseveraciones adquieren un sentido totalmente novedoso. De manera
resumida, pues, la observacién clave del enfoque modal es que algo puede ser conside-
rado “necesario” o “contingente” solo desde un determinado punto de vista o acceso al
mundo; pero esto, lejos de restar valor al formalismo, lo hace mas expresivo: a la capa-
cidad de formalizar proposiciones sobre el mundo desde un punto de vista “objetivo”
se anade ahora la de formalizarlas desde puntos de vista “limitados” o, mas general-
mente, dotados de un cardcter “intensional”! que en muchos contextos ni siquiera debe
ser concebido como limitante; en la medida en que dichos puntos de vista pueden con-
siderarse ellos mismos como entidades en el mundo susceptibles a ser estudiadas, la
posibilidad de razonar sobre ellos expande enormemente nuestro horizonte teérico.

De modo que, para poder hablar en términos mas concretos de lo que significa que
algo sea “necesario” o “contingente” para un agente, en un contexto, o desde un punto
de vista determinado, hay que ponerse de acuerdo de antemano en la interpretacién
concreta que se le dara a los “operadores intensionales” [y <. Llegados a este punto,
se nos pone por delante una cantidad enorme, potencialmente ilimitada, de posibles
interpretaciones de los mismos. Una exploraciéon pormenorizada de las principales queda
totalmente al margen de nuestros objetivos en este trabajo, pero, como simple anotacion
y para ilustrar la enorme versatilidad de los formalismos que se van a explorar, algunas
de las interpretaciones de la férmula [JA, donde A seria una proposicién arbitraria, son:
“A es (éticamente) obligatorio” (ldgica dedntica), “A es deseado (por un determinado
agente)” (ldgica volitiva), “siempre sera el caso que A” (ldgica temporal en modalidad

1Si el lector est4 interesado en una discusién profunda de carécter filoséfico sobre lo que queremos
decir con el término “intensional”, le recomendamos la lectura del articulo correspondiente [8] en la
Enciclopedia Filoséfica de Stanford. Dicho sea de paso, este articulo expande enormemente sobre todo
lo discutido en esta introduccién, que no deja de ser breve en relacion a la vastedad de todo lo que
podria aspirar a cubrir, de modo que la recomendamos en general a cualquier lector cuya curiosidad
se haya visto suscitada.
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futura), “siempre ha sido el caso que A” (ldgica temporal en modalidad pasada).

En nuestro trabajo no nos interesa en particular ninguno de los enfoques anterio-
res: mas bien, nos centraremos en el enfoque epistémico (del griego episteme, “cono-
cimiento”), y quiza nos detengamos tangencialmente en el dozdstico (del griego doza,
“opinién” o “creencia”); el lector podra intuir ya mas o menos lo que implica cada uno
de estos enfoques. Si es que se incluye algin aspecto que pudiese interpretarse como
“temporal” en nuestros formalismos l6gicos, sera en la componente dindmica, que tiene
que ver mas con las “transformaciones discretas de estados de conocimiento” que con
un concepto més abstracto y “por si mismo” de temporalidad; finalmente, también
incluiremos elementos probabilisticos que van algo mas alla del enfoque modal bésico,
y requieren por lo tanto de construcciones adicionales para su estudio.

Todos estos aspectos iran siendo propiamente introducidos a lo largo de los co-
rrespondientes capitulos del trabajo, empezando por el aspecto epistémico, que intro-
duciremos a continuacién; no obstante, antes de hacer esto, me gustaria ilustrar de
manera concreta al menos en una ocasién el concepto de “necesidad” mas general,
con un ejemplo que, como el lector vera, enlaza de maravilla con toda la conversacion
filoséfica sobre el conocimiento, la creencia, y la naturaleza limitada de nuestro acceso
al y nuestra conceptualizacién del mundo.

2.1.1. Ilustracién preliminar: El Lucero del Alba

El ejemplo a continuacién se ha extraido del articulo de Stanford de Légica In-
tensional [8].

Coloquialmente, el planeta Venus es conocido como “El Lucero del Alba”, dado
que a menudo puede observarse su brillo intenso en el cielo del amanecer. Similarmente,
también se le llama a veces “El Lucero del Atardecer”, aunque esto es mucho més comin
en la esfera angloparlante (“The Evening Star”). Si bien a dia de hoy sabemos que las
etiquetas “Venus”, “El Lucero del Alba” y “El Lucero del Atardecer” se refieren en
los tres casos al mismo objeto astronémico (a saber, el planeta Venus), en principio,
para una persona que ignore el contexto que hemos expuesto aqui, esta equivalencia no
es algo obvio. De esta forma, mientras que puede entenderse que las frases “El lucero
del alba es el lucero del Atardecer” y “El lucero del alba es el planeta Venus” pueden
aportar informacion nueva en determinadas situaciones, una frase como “El planeta
Venus es el planeta Venus” nos choca como algo comicamente obvio. ;Como es esto
posible, si, en los tres casos, estamos reafirmando la equivalencia de tres objetos que
efectivamente son “el mismo”?

Como ya hemos observado mas arriba, el estudio de este tipo de cuestiones no
se limita al siglo pasado, sino que, de hecho, una parte importante de los esfuerzos
en el desarrollo inicial de la légica modal “moderna” buscan precisamente redescubrir
unas categorias de modalidad que se pueden hallar ya en la filosofia, teologia y es-
colastica medieval [9], y cuyos origenes pueden trazarse al menos hasta Aristételes?.
Acercandonos algo més a nuestros tiempos, pueden también encontrarse ciertos para-

2; A quién le sorprende?
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lelismos con el trabajo de Kant?, y més concretamente con la distincién entre juicios
“a priori analiticos” y “a priori sintéticos” que este plantea en su Critica de la Razon
Pura [10], donde reflexiona sobre en qué medida y por qué mecanismos afirmaciones
como 5+ 7 = 12 (seccién tercera, capitulo 1: aziomas de la intuicion) nos “aportan”,
“producen” o “descubren” un conocimiento nuevo, que no teniamos antes. No obstan-
te, lo que si nos proporciona la légica modal, y més concretamente la semantica de
Kripke “de los mundos posibles”, es un marco formal en el que razonar sobre este tipo
de cuestiones con el rigor propio de una forma de proceder matemaética.

En particular, el ejemplo anterior plantea una situacion en la que agentes hi-
potéticos pueden tener un conocimiento limitado del mundo, que después puede ser
actualizado a través de afirmaciones que se les anuncian de alguna forma (“;Recuer-
das ese lucero del alba y ese lucero del atardecer de los que me has hablado alguna vez?
iPues resulta que son la misma cosa!”). Este es el tipo de situaciones, grosso modo, que
se prestan naturalmente a ser estudiadas en Logica Epistémica Dinamica.

2.1.2. Loégica Epistémica

Dejemos por ahora de lado la parte “dinamica”, y centrémonos en tratar de
caracterizar antes de nada qué es lo que se supone que estudia la légica epistémica.
Por la palabra epistémica, puede deducirse que se trata de algo que tiene que ver con
“el conocimiento”, pero, jqué es “el conocimiento”? Desde luego, hay muchos enfoques
posibles a la hora de estudiar una cuestién tan amplia como esta (y muchos dirfan
que es inabarcable). La epistemologia, por ejemplo, se hace preguntas sobre qué es lo
que constituye un “conocimiento (cientifico) adecuado” en relacién con los mecanismos
que se emplean para su obtencién / fabricacién y los sesgos implicitos en cada uno
de ellos, o incluso con el contexto social / institucional en el que debe ser producido.
La gnoseologia, por otra parte, se preocupa mas bien por cuestiones fenomenoldgicas
relativas a nuestro acceso a las experiencias del mundo y sobre como estas nos producen
“certezas”. También pueden considerarse enfoques méas técnicos, como los desarrollados
por Shannon o Kolmogorov en el contexto de una “teoria de la informacion”, que tienen
que ver con los aspectos cuantificables de la informacién (p.e., ;Cudnta informacion
contiene un mensaje? ;Qué recursos computacionales son necesarios para describir
algo?). Pueden considerarse muchas otras posibilidades: desde los diversos enfoques
psicologicos hasta las interpretaciones de la probabilidad como “grado de certeza”
o “certidumbre” sobre determinados hechos, pasando por los esfuerzos de diversos
paradigmas de la informatica para desarrollar inteligencias artificiales que, de alguna
manera, tendrian que estar dotadas de una “capacidad para conocer” como requisito
para poder calificarse realmente como inteligentes. Por supuesto, en ningtin momento
debe entenderse que estos enfoques estan de alguna manera mutuamente aislados; vy,
en particular, aunque la logica epistémica tiene su propio enfoque caracteristico a la

3Aunque el trabajo de Kant no suele citarse como una de las principales influencias en el desarrollo
de la légica modal contemporéanea, consideramos que los paralelismos que pueden trazarse con otros
trabajos son demasiado claros, que su influencia en el pensamiento moderno en general es demasiado
amplia, y, sobre todo, que la posicién de su trabajo en la cronologia del pensamiento moderno, asi
como la naturaleza de su contenido, se ajustan demasiado bien al postulado de su influencia sobre el
desarrollo de los nuevos enfoques que caracterizan a la 16gica modal moderna como para ignorarlo.
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hora de aproximarse a esta cuestion, seria ingenuo decir que, en ltima instancia, estéa
separada por completo del resto de la ciencia en su conjunto, como si de un diminuto
archipiélago de formalismo abstracto se tratase.

.De qué manera podemos sintetizar, entonces, en qué consiste el enfoque ca-
racteristico de la légica epistémica? Trataremos de ofrecer una caracterizaciéon mas o
menos original. Lo esencial seria lo siguiente: la légica epistémica no se pregunta en
ningin momento cuestiones fundamentales como qué es el conocimiento o como te-
nemos acceso a nuestras intuiciones mds inmediatas, al menos no como base de su
metodologia; por el contrario, la suposicién basica de este enfoque es que se partira
en todos los casos de un concepto preestablecido de lo que constituye un “hecho sobre
el mundo”, o se operara siempre dentro de contextos donde la validez de la aplicacion
de este tipo de consideraciones serd, al menos en un sentido funcional o pragmati-
co, “evidente”. Partiendo de esta base, se definiran formalismos que en cierto modo
deberan capturar las relaciones que de manera ‘“natural” deberia satisfacer cualquier
construccion de conocimiento a partir de estos hechos, teniendo también en cuenta las
diversas estructuras de accesibilidad que los diversos agentes “susceptibles de conocer”
tienen respecto a cada uno de estos hechos. En particular, estos formalismos hacen
naturalmente atractiva la posibilidad de razonar sobre formulaciones epistémicas de
orden superior, a saber, formulaciones sobre el conocimiento que un agente posee sobre
el conocimiento que posee otro agente (con potencialmente infinitos grados de recursi-
vidad). La naturalidad con la que este tipo de razonamientos pueden aplicarse a areas
como la teoria de juegos es evidente, y se nos viene inmediatamente a la cabeza en
el tipo de intrigas que caracterizan una parte significativa de los thrillers en la ficcién
contemporanea.

Un area que ha contribuido enormemente al desarrollo de la logica epistémica es
el andlisis de sistemas (informaticos) distribuidos — como manifiestan, sin ir mas le-
jos, Ronald Fagin y Joseph Y. Halpern en su articulo Reasoning about Knowledge and
Probability (3], que citaremos profusamente en secciones posteriores de este trabajo.
En principio, podria parecer algo extrano, dado que los componentes de estos sistemas
no son “conscientes” en ningin sentido evidente de la palabra (o al menos no lo han
sido hasta el momento), y por lo tanto podria ser extrano imaginar que pueden “co-
nocer” algo. No obstante, en muchos aspectos funcionales, los formalismos de la logica
epistémica también resultan muy adecuados para describir los diversos estados en los
que dichos sistemas distribuidos pueden encontrarse en distintos puntos del tiempo.
Esto tiene sentido si consideramos la naturaleza asimétrica del acceso y el intercambio
de la informacion para cada componente en un sistema de este tipo. Un ejemplo clasico
que veremos més adelante (en el capitulo 6) es el problema de los generales bizantinos,
entre otros.

Por 1ltimo, mencionamos brevemente una familia muy cercana de modelos 16gi-
cos, que constituyen la ldgica dozdstica (de la creencia) dada la estrecha relacién fi-
loséfica que existe entre “conocer algo” y “creer en algo”. Efectivamente, uno de los
debates centrales en la epistemologia desde, posiblemente, hace siglos gira en torno a
la siguiente reflexion: es bastante claro que entre “saber algo” y “creer en algo que es
verdad” hay una diferencia importante, dado que, grosso modo, puede que “creas en
algo correcto por las razones equivocadas” - por ejemplo, el jugador que tras desper-
diciar una fortuna en la méaquina tragaperras, razona que como ya ha invertido tanto
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dinero en el juego, le queda muy poco para ganar el gran premio, y acaba ganandolo
por casualidad a pesar de que su razonamiento es completamente falaz. En su célebre
articulo de 1963 [11], Gettier plantea ejemplos todavia més interesantes de situaciones
en las que, incluso cuando una creencia verdadera parece estar bien justificada, sigue
sin ser del todo claro que debiera considerarse conocimiento. La cuestion es, entonces,
tratar de caracterizar en qué consiste exactamente esa “brecha”. El estudio comparado
de las logicas epistémica y doxastica proporciona un posible enfoque en este respecto.

2.2. Sintaxis y semantica de los modelos de Kripke
multiagentes

La definicién del lenguaje modal bésico se construye sobre un conjunto finito de
agentes A, que normalmente denotaremos con las primeras letras del alfabeto a, b, ¢
..., ¥ en casos mas generales a, as, ... , ax; y un conjunto numerable de atomos At, que
denotaremos con las letras p, ¢, r ..., y en casos mas generales py, ps, ... , P, € incluiran
también a los simbolos T (tautologia / “siempre verdadero”) y L (contradiccion /
“siempre falso”).

| Definicién 2.1. Lenguaje modal multiagente bdsico. Sea At un conjunto nu-
merable de dtomos y A un conjunto finito de agentes. Definimos el lenguaje modal
(multiagente) bdsico Lk inductivamente con la notacion de Backus-Naur (BNF):

eu=p| @ |1 Aps | Kup (2.1)

donde p € At ya € A. O

Nota 2.1. Dado que esta tltima notacién no es del todo comtun, una breve aclaracion
sobre su significado: “todos los dtomos son férmulas”; “si ¢ es una férmula, entonces
—p también lo es”; “si 1 v @ son formulas, entonces 1 A o también lo es”; “si ¢ es
una férmula, entonces K,p también lo es”. [

Nota 2.2. Ademds de las conectivas (-, A; “negacién légica” y “conjuncién légica”,
respectivamente) utilizadas en la definicién anterior, utilizaremos varias notaciones
convencionales tipicas, cuyas definiciones, aunque probablemente sean conocidas mas
que de sobra por el lector, escribiremos a continuacién en aras de la exhaustividad:

» ¢ V9 significa =(—p A —1)); el simbolo V se llamara “disyuncién légica”.
= — 1 significa - V 1; el simbolo — se llamara “implicacion logica”.

" ¢ <> 1 significa (¢ — ) A (¥ — ¢); el simbolo < se llamard “equivalencia
logica”.

Ademas, el lector habra percibido que, para evitar un uso tedioso y excesivo
de los paréntesis, estamos asumiendo implicitamente ciertas “reglas de prioridad” de
unas conectivas sobre otras. La jerarquia estdandar de prioridades serd, de mayor a
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menor prioridad: =, A, V, —, <». En cuanto a los operadores modales (como K, o sus
derivados), la prioridad de estos serd mayor que la de cualquier conectiva proposicional
binaria.

De la misma forma, utilizaremos también notaciones especiales para “abreviar”
férmulas en las que aparezca el operador modal, K,. De todas estas, quiza la mas
importante sea Kaw, que significa = K,—¢, y nos referiremos a este nuevo operador
como el “dual” de K,.

La definicion del lenguaje modal basico podria haberse hecho perfectamente inclu-
yendo todos estos simbolos (conectivas adicionales y operador modal dual) como parte
de la misma. Si no se ha hecho esto, es para evitar tener que incluir sus respectivas
semanticas en la definicion de verdad que daremos mas adelante. O

K,y K, son los llamados operadores epistémicos, o, circunscribiéndonos a un
contexto mas general, operadores modales. En este trabajo los notamos con la letra
“K” en referencia a la palabra inglesa “knows” (‘“conoce”), pero en otros contextos
se utiliza una gran diversidad de notaciones alternativas. En el contexto de la logica
epistémica, la formula K, suele leerse en lenguaje natural como “el agente a conoce ¢
/ sabe que ¢, o simplemente “a conoce ¢ / a sabe que ¢”; por otra parte, la férmula
f(ago suele leerse como “a considera que ¢ es posible”. De ahi que nos referiremos a
ellos, de aqui en adelante, como “operador conocimiento” y “operador posibilidad”,
respectivamente.

Para que el lector pueda hacerse una idea preliminar de la interpretacién de estos
operadores epistémicos, la ilustraremos con un ejemplo de como se leerian algunas
formulas en lenguaje natural. Por ejemplo: digamos que a representa al agente “José
Arcadio”, b representa al agente “Mr. Brown”, y “p” es la afirmacion “José Arcadio
sigue vivo”. Entonces las férmulas siguientes se podrian leer como:

» K,p: José Arcadio sabe que (él mismo) estd vivo.
= —Kp: Mr. Brown no sabe que José Arcadio esta vivo.
] KaKbp: José Arcadio considera posible que Mr. Brown sepa que estd vivo.

] ﬂKbIA(aKbp : Mr. Brown no sabe que José Arcadio considera posible que Mr.
Brown sepa que esta vivo.

En particular, las iltimas dos férmulas son ejemplos de proposiciones epistémicas
de orden superior.

Nota 2.3. Una notaciéon mas “clasica” y, en cierto modo, neutral, es la que utiliza
los simbolos “caja” (O,) y “diamante” (<), respectivamente. Como ya adelantamos
en la introduccién, es comun referirse al primer simbolo como un “operador modal de
necesidad”, y al segundo como un “operador modal de posibilidad”. Mas adelante en
nuestro trabajo, veremos que “K,” y “K,” no son los tinicos operadores modales que
se ajustan a esta dicotomia de necesidad y posibilidad (como adelanto, algunos otros
“operadores modales de tipo necesidad” serdn C, (conocimiento comin)y [¢] (anuncio
publico), y algunos otros “de tipo posibilidad” serdn Coy (). Todos estos operadores
irdn por parejas, y se dirda que son “duales” dado que satisfardan las relaciones mutuas
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O = -H-p y Op = =O—¢p (la primera es por definicién, la segunda se deduciréd de
la semantica). O

Ya tenemos el esquema béasico para construir cualquier féormula modal. Ahora
tenemos que dotarlas de una seméntica para poder razonar sobre su valor de verdad.
Para ello tenemos que definir primero lo que es un modelo de Kripke.

| Definicién 2.2. Modelo de Kripke multiagente. Dado un conjunto numerable
de dtomos At y un conjunto finito de agentes A, un modelo de Kripke (o de los mundos
posibles) multiagente (o polimodal) es una estructura M = (S, R*, VA donde:

» S es un conjunto de estados o “mundos”. También nos referiremos a S como el
dominio de M, D(M).

» R4 es una aplicacion que, para cada a € A, proporciona una “relacion de accesi-
bilidad” R C S x S (es decir, un subconjunto arbitrario de tuplas del producto
cartesiano de S por si mismo).

» VAL At — P(S) es una “aplicacion evaluadora” que, para cada p € At, propor-
ciona un subconjunto VA (p) C S (como se verd a continuacion cuando definamos
la semadntica, dicho subconjunto se interpretard como “el conjunto de los estados
donde se satisface p”).

OJ

Nota 2.4. A menudo prescindiremos de referencias explicitas a los conjuntos At y A,
y notaremos simplemente M = (S, R, V') (a veces utilizaremos paréntesis, (S, R, V'), en
lugar de los “corchetes diamante”, simplemente porque nos resulta dificil recordar ser
consistentes en un aspecto tan trivial). A veces también notaremos ~ en lugar de R,
y ~q en lugar de R, (principalmente utilizaremos esta notacién para expresar que se
trata de una relacion de equivalencia 2.6). Otra notacién que utilizaremos tipicamente
es Ryst en lugar de s,t € R,; la notacion equivalente para ~, serd s ~, t. En lenguaje
natural, acostumbraremos a leer R,st como “t es accesible desde s (para el agente
a)”. O

| Definicién 2.3. Definiciéon de verdad en un modelo de Kripke multiagen-
te. El valor de verdad de las formulas modales multiagentes se evalia en tuplas (M, s)
(modelo, estado), que llamaremos “modelos puntuados” o, abusando de la terminologia,
simplemente “estados”, de la siguiente manera:

M,sEp sii s € V(p)

M,sE —p s1i no se tiene M,s FE ¢

M,sEpeNANY sit M,sEpy M,sF 1

M,sF Kyp sit ParatodoteS: Ry,st= M,tF ¢

(2.2)

Donde a € A yp € At. O
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Nota 2.5. A partir de la semantica anterior, el lector puede comprobar que la “cldusula
semantica” para decidir si una proposicién de la forma K, es verdadera en un modelo
puntuado puede escribirse de la siguiente manera:

M,sE Ky Sii Ezxistet € S: Rysty M,sE ¢ (2.3)
O

Nota 2.6. A partir de ahora, notaremos “No se tiene M, s F ¢” como M,s¥ ¢. [

En cualquier construccion tedrica siempre es importante tratar de dar un “senti-
do informal” a los formalismos que vamos construyendo, y sobre todo cuando utilizan
terminologia tan sugerente como “mundos posibles” y “relaciones de accesibilidad”.
De modo que, jqué es todo esto de los mundos posibles y las relaciones de accesi-
bilidad? s Universos paralelos? ;Portales ultradimensionales? Nada tan emocionante
(aunque, por supuesto, los lectores méas visionarios siempre son libres de dar cualquier
interpretacién alternativa que les parezca adecuada e interesante).

A efectos de nuestro planteamiento conceptual, un modelo de los mundos posibles
es una forma de modelar la incertidumbre de los agentes en una situacion epistémica, y
la naturaleza limitada de su certeza sobre los hechos en el mundo. Méas concretamente,
cada estado o “mundo posible” representa un conjunto de hechos que se podrian dar
de manera simultanea, y las relaciones de accesibilidad de cada agente representan
los conjuntos de situaciones que resultan indistinguibles para los agentes en cuestion
desde sus respectivos puntos de vista. En este sentido, que un agente conozca un hecho
significa que en todos los estados que le resultan indistinguibles desde el “real” se
satisface este hecho; por otra parte, que un agente considere posible un hecho significa
que en al menos uno de los estados que le resultan indistinguibles desde el “real” se
satisface este hecho.

Un lector sagaz podra percibir que, en general, los operadores de tipo necesidad
se comportan de manera andloga a un cuantificador universal V, y los operadores de
tipo posibilidad se comportan de manera analoga a un cuantificador existencial 3. En
realidad, puede considerarse que la logica modal constituye un fragmento de la logica
de primer orden; para mas detalles, consultar Van Benthem [2] (capitulo 7).

Una forma cémoda de representar modelos de Kripke que no sean demasiado
complejos es a través de esquemas graficos. [lustramos esto con un ejemplo clasico que
aparece en Van Ditmarsch [1] (pdginas 16-22).

Ejemplo 2.1. Situacién Groningen-Liverpool-Otago (GLO). Consideremos la
siguiente situacién: Anna, Bradley y Charles (a, b y ¢) son tres amigos, residentes en
Groningen, Liverpool y Otago, respectivamente. Supongamos que por alguna razén An-
na decide desarrollar una teoria sobre el tiempo que hace en Groningen y en Liverpool:
en Groningen, o bien hace sol (g) o bien estd nublado (—g). Andlogamente en Liver-
pool, [ o —l. Si consideramos todos los estados contemplados en esta teoria, obtenemos
cuatro posibilidades, que podemos representar como (g,1), (g, 1), (—g,l) y (—g,—l).
Dado que a se encuentra en Groningen, sabe el tiempo que hace alli, pero desconoce si
en Liverpool hace o no hace sol; por lo tanto, los estados de la forma (x,l) y (z,-l),
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Figura 2.1: Ilustracion del planteamiento inicial de la situacién GLO.

con z fijo, son indistinguibles para a (esto lo escribiriamos como R, (x, [){x, —l), o quiza
como (z,l) ~, (z,—l)). Obviamente, b se encuentra en una situacién analoga. Supon-
gamos ademds, por 1ltimo, que a y b son conscientes de sus respectivas circunstancias?.
Esquematicamente, esta situacién podria representarse como en la figura 2.1. En esta
figura, las lineas continuas representan las relaciones de accesibilidad del agente a, las
lineas discontinuas representan las relaciones de accesibilidad del agente b, y las lineas
mixtas representan que existen relaciones de accesibilidad de los dos agentes; en este
caso, las lineas mixtas corresponden a las relaciones reflexivas, es decir, las que hay des-
de cada estado a si mismo. Dado que, como veremos mas adelante 2.6, estas relaciones
de accesibilidad siempre se tienen en los modelos epistémicos, a menudo prescindiremos
de ellas en las representaciones.

Concluyamos este ejemplo con un precursor del tipo de situaciones que se consi-
deraran a partir de la parte dindmica de este trabajo. Supongamos que es de noche en
Otago (por lo tanto es de dia en Groningen y Liverpool), y ¢, que por alguna razén esté
despierto, decide llamar a sus amigos a y b por teléfono para hablar sobre sus negocios
conjuntos. Empieza llamando a a, que se encuentra en Groningen, y a le comenta ca-
sualmente que en Groningen hace un dia soleado. Antes de finalizar la conversacion,
¢ le dice (verazmente®) a a que a continuacién va a informar a b, con quien también
tiene negocios, sobre todo lo que ha hablado con a.

4 Aunque ahora mismo estamos utilizando esta nocién de “ser conscientes de sus respectivas cir-
cunstancias” de manera algo informal, en el capitulo 6 veremos que se puede formalizar rigurosamente
a través del operador de conocimiento comtn Cg; por ahora, el lector puede simplemente considerar
que esta nocién simplemente hace referencia a que los agentes involucrados en el ejemplo tienen un
mapa mental completo de la situacién que hemos descrito.

°A menos que se indique explicitamente lo contrario, en todos los ejemplos de este libro donde
algin agente “diga”, “comente”, o de cualquier otra forma comparta con todos o con algunos de los
agentes una afirmacién, se supondra que la afirmacién es veraz. Esta es otra de las limitaciones que
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Figura 2.2: Tlustracién de una situacién algo mas compleja.

Al finalizar la llamada, a se pregunta si ¢ le hablard también a b sobre su comen-
tario casual acerca del tiempo que hace en Groningen. De este modo, a se plantea dos
(conjuntos de) estados posibles: el primero, que denotaremos como antes (g, y), donde
y puede referirse tanto a [ como a —Il, representara la situacion en la que se tenga
g ANy A—Kyg, es decir, el estado en el que ¢ no le ha transmitido a b la informacion de
a sobre el tiempo que hace en Groningen; el segundo, que denotaremos ((g,y)), repre-
sentard el estado en el que se tenga g Ay A Kg (la otra posibilidad). Esta situacién es
bastante mas compleja que la original, pero un esquema como el de 2.2, donde las lineas
continuas representan las relaciones de accesibilidad del agente a y las discontinuas las
del agente b (las reflexivas se han obviado), nos facilita enormemente su interpretacion.

Alguien podria observar que, en realidad, este modelo no se ajusta a lo que
nosotros hemos definido propiamente como Modelo de Kripke, dado que, ademas de los
conjuntos V' (p), pareceria que tenemos que considerar también un conjunto adicional
V(K3g), que no se corresponde con el valor de verdad de ninguna férmula atémica, sino
de una férmula méas compleja. Esto es cierto, pero, por ahora, lo dejaremos de lado para
regresar sobre ello cuando introduzcamos los aspectos dindmicos de nuestra légica. Por
el momento, quedémonos con el siguiente mensaje: que este tipo de diagramas puede
ser realmente 1til para resumir visualmente situaciones bastante complejas.

OJ

Nota 2.7. Ademds de las notaciones que ya hemos mencionado, otras abreviaturas
importantes que utilizaremos en ocasiones seran Epp yv Egy, donde B C A es un
subconjunto de los agentes. Dichas abreviaturas se definen, respectivamente, como:

» Egp:= N\ K.

a€eB

L] EBSO = _'EB_‘SO

algunos podrian percibir de la légica epistémica: en principio, no plantea ninguna manera obvia de
modelar situaciones, del todo comunes, en las que a alguno de los agentes le podria interesar mentir.
En la conclusién de nuestro trabajo (8) trataremos de incluir algunas propuestas en este respecto.
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Recordemos que el conjunto de agentes A siempre serd finito en nuestras cons-
trucciones, lo que garantiza la buena definicion de su semdantica a partir de la semdntica
ya proporcionada.

La eleccién de la letra “E” hace referencia a la palabra “everybody” (todo el
mundo) en inglés, dado que una forma natural de leer estas abreviaturas seria “Todos
los agentes del conjunto B saben que ¢” o “Alguno de los agentes del conjunto B
consideran posible que ¢”. Esta abreviatura se tratara a efectos practicos como su
propio operador. Observemos el aspecto “asimétrico” de estos operadores: para que se
tenga Epy, tiene que darse que, para todos los agentes b € B, se tenga Kjp; en cambio,
para que se tenga EBcp, basta con que haya un solo agente b € B para el que Kyp.

Por 1ltimo, otra abreviatura de caracter mas técnico es la correspondiente a
la aplicacién iterada de operadores modales, a saber: K* := K,K*! donde k es un
nimero natural mayor que 0 (y las respectivas para K,Ey E’), y K! .= K,. Retomando
nuestro ejemplo de José Arcadio y Mr. Brown, la férmula EAI%IA(bp, con A = {a, b} podria
leerse como “Alguno entre José Arcadio y Mr. Brown considera posible que alguno
entre José Arcadio y Mr. Brown considere posible que alguno entre José Arcadio y Mr.
Brown considere posible que Mr. Brown considere posible que José Arcadio esté vivo”.
Naturalmente, vemos por qué el lenguaje natural no es el mas adecuado para trabajar
con este tipo de razonamientos - aunque, sin lugar a dudas, podemos estar seguros
de que cualquiera que haya trabajado durante un tiempo en légica epistémica y haya
obtenido algiin resultado inverosimil en algiin momento habra tratado de convencerse o
disuadirse a si mismo de su correcciéon pronunciando para si mismo su “significado” en
voz alta, con las esperanzas de que esto le proporcione alguna claridad adicional. [

2.3. Resultados basicos y conceptos importantes

En esta seccion, como su nombre indica, presentaremos algunos resultados basicos
y conceptos importantes que, con sus respectivas generalizaciones, iran apareciendo de
manera recurrente a lo largo del resto de nuestro trabajo.

A continuacion plantearemos un primer resultado que nos resultara de gran uti-
lidad a la hora de razonar sobre la validez de féormulas en la medida en que dichos
razonamientos no involucren la parte propiamente modal del lenguaje, y nos permi-
tird, en resumen, hacer el mismo tipo de sustituciones, equivalencias y deducciones que
si estuviésemos operando simplemente con féormulas de la 1égica proposicional. Esto es
sumamente conveniente, dado que el énfasis de nuestro trabajo estara casi exclusiva-
mente en la parte modal, y un resultado asi nos ahorra muchisimo tiempo que de otra
forma tendriamos que invertir en cuestiones técnicas de interés escaso. La prueba de
este resultado no se proporciona dado que puede considerarse “estandar” en el campo,
y, en todo caso, se trata de un resultado sumamente intuitivo.
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| Definicién 2.4. Atomo modal. Sea ¢ una férmula en Ly . Definimos el conjunto
de sus dtomos modales como:

¥ sip=Kapop=pe At
At proa() = § Ataroa(?) st = (2.4)
Atproa(01) U Ataroa(2) S0 = @1 A o

En otras palabras, los “dtomos modales” de una formula son sus subformulas
“mas simples hasta el nivel del operador modal mds externo”. [

Proposicion 2.1.  Sea M, s un modelo de Kripke puntuado, y sean 1, ..., pog, ¢ € Lk.
Consideremos el lenguaje P := P(p, ..., ¢k, ) cuyos dtomos son Ule At proa(pi), ¥
cuyas conectivas légicas son {A, —}. Entonces, si S := {¢1, ..., o},

S':P§0:>(M7S':SO17‘“JM7$|:QOI€:>M7S|:SO)

Donde la consecuencia légica en P, representada como Fp, tiene la semantica
tipica de la l6gica proposicional [6] (definicién 2.48).

OJ

Corolario 2.1. Las reglas de cédlculo logico para la légica proposicional también son
validas para deducir el valor de verdad de féormulas ¢ € Ly en cualquier modelo
puntuado M, s.

Demostracion. Obvio teniendo en cuenta que

Skpp<+= SEpyp

Donde Fp representa la deducibilidad légica a partir de reglas de calculo l6gico
para la légica proposicional en P (una axiomadtica estdndar puede consultarse en [6]).

| Q.€.D.

O

Observacion 2.1.  Obviamente, dado que la légica modal es mas expresiva que la légica
proposicional, las reglas del cédlculo légico de la légica proposicional no proporcionan
una axiomatica completa de la misma. [
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Nota 2.8. A partir de ahora, supondremos que el lector tiene cierta destreza en el
manejo de las equivalencias, sustituciones y deducciones basicas en la légica proposi-
cional. 0

Antes de proseguir con otras cuestiones, queremos senalar que los resultados que
acabamos de presentar pueden extrapolarse sin dificultad alguna a cualquier otro ope-
rador que se plantee en este trabajo. En este sentido, evitaremos volver a presentar “el
mismo resultado” en cada capitulo, pero el lector debera tener en cuenta que podemos
utilizar sin problemas las leyes del calculo 16gico de la légica proposicional siempre y
cuando sea “fuera” de los operadores no-proposicionales.

2.3.1. Familias de modelos interesantes

A continuacion definiremos varias clases de modelos que son especialmente intere-
santes en el contexto de nuestro trabajo. Cada una de estas clases puede considerarse
la “ma&s natural” en diversos contextos; en particular, la clase de los modelos que lla-
maremos propiamente “epistémicos” (es decir, modelos que se ajustan a situaciones en
las que diversos agentes pueden razonar sobre hechos que conocen con certeza, y no
creencias o hechos con otros tipos de fenomenologia) suele denotarse por 5. La clase
que mas abajo denotaremos como D45, por ejemplo, corresponderia a una familia
menos restrictiva de modelos que a menudo se interpretan como “modelos para la 16gi-
ca de las creencias” (“logic for belief”); filos6ficamente, es natural y consistente que la
clase S5 esté incluida en D45, dado que, como comentamos en nuestra breve sinopsis,
“conocer algo” implica “creer que ese algo es verdad”, pero no necesariamente se tiene
el reciproco.

Todas estas consideraciones de caracter mas bien filoséfico habran dado lugar,
sin lugar a dudas, a un gran nimero de conversaciones de enorme interés a lo largo
de la historia del pensamiento. Desde un punto de vista mas técnico, que es el que,
no obstante, nos interesa en este trabajo, el estudio particularizado de los diferentes
modelos también tienen un interés especial: cada uno de ellos satisface una serie de
propiedades que se traducen en diversos conjuntos de axiomas para el calculo proposi-
cional. Curiosamente, dichas axiomaticas, en principio algo técnico, reflejan a menudo
también aspectos filoséficamente significativos del tipo de fenémenos que se tratan de
modelar, y al mismo tiempo plantean preguntas importantes sobre los mismos (por
ejemplo, jes correcto asumir que, en lo que al conocimiento respecta, se da el principio
de “introspeccién negativa”; es decir, que sabemos que no sabemos algo?) Dejamos estas
preguntas para un capitulo posterior en el que presentamos los principios del célculo
proposicional para cada uno de los sistemas desarrollados (7).

| Definicién 2.5. Cuando se tenga M,s E ¢ para todo s € D(M), escribiremos
M E ¢ y diremos que ¢ es verdadera en M. Si M E ¢ para todo modelo en una
determinada familia x, diremos que ¢ es valida en x y escribiremos x F . Si x es IC,
donde IC es la familia de todos los modelos de Kripke, podremos escribir simplemente
F o, y diremos que ¢ es vdlida. De manera andloga a la nota 2.6 de mds arriba,
indicaremos con el simbolo ¥ la negacion de cualquiera de estos hechos; es decir, la
existencia de algiun contraejemplo para cualquiera de los casos. [l
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| Definicién 2.6. Algunas familias de modelos interesantes.

La clase de todos los modelos de Kripke se denotard K.

Se dird que R, es serial si para todo s existe t tal que R,st. La clase de los
modelos de Kripke {M = (S,R,V) | Todo R, es serial} se denotard KD.

Se dird que R, es reflexiva si para todo s, R,ss. Andlogamente al punto anterior,
la clase de los modelos cuyas relaciones son todas reflexivas se denotard T .

Se dird que R, es transitiva si para todos s,t,u, se satisface que si R,st y Rqtu,
entonces Rysu. La clase de los modelos transitivos (es decir, aquellos cuyas rela-
ciones son todas transitivas) se denotard K4. La clase de los modelos reflezivos
transitivos se denotard S4.

R, se dice euclidea si para todos s,t,u, si R,st y R,su entonces R,tu. La clase
de los modelos euclideos transitivos se denotara K45. La clase de los modelos
euclideos, transitivos y seriales se denotard KDA45.

R, se dira una relacion de equivalencia si es reflexiva, transitiva y simétrica
(si Ryst, entonces Ryts). Esto es equivalente a decir que es reflexiva, transitiva y
euclidea. La clase de los modelos cuyas relaciones son de equivalencia se denotard
S5. En el caso de que un modelo M pertenezca a 85, diremos que se trata de un
modelo epistémico.

0J

A continuacién, presentamos algunas de las propiedades basicas que se satisfacen

en las familias de modelos que vamos a estudiar:

Proposicion 2.2.  Omnisciencia 16gica. Sean ¢ y ¢ férmulas en el lenguaje Lk, y
sea a un agente en algiin modelo M. Entonces se tienen:

K E Kop N Ko(p — 1) = Ku(9) (LO1)
KEp=KF Ky (LO2)
KEp—o 1= KFE Ky — K (LO3)
KEpo = KF Ky ¢ Kb (LO4)
K E (Kup A Kah) = Ka(p AY) (LO5)
KE Ko — Ko(p V1) (LO6)

S5E (Ko N Ky—p) (LOT7)
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Demostracion. LO1L. Tenemos que probar que se tiene K,oAK,(¢ — 1) — K, para
un par M, s arbitrario. Sean pues M un modelo y s un estado arbitrario. Supongamos
que M,s E K,p N K,(¢ — ). Tenemos que probar que, entonces, M,s E K .
Vedamoslo:

1. M,;sEK,poNKy(p— 1)
2. M,sEKupyM,sEKi(p— 1)
Para todot € S: Ry,st = M,tF ¢
Paratodot € S: Ryst= M,tF o — 1Y
. Paratodote S:Ry,st= M,tFpy M,tEp—
5. (Aplicando Modus Ponens) Para todot € S : Ryst = M, tF 1)
M, s E Ky

LO2. Sea M, s un modelo puntuado arbitrario. Tenemos que ver que para cual-
quier t con Ryst, M,t F p. Como K F ¢, entonces, en particular, M,t F ¢ para
cualquier t, y tenemos el resultado.

LO3. Sean ¢ y 9 tales que K F ¢ — 1. Sea M, s arbitrario, y supongamos que
M,s E K,p. Tenemos que probar que M,s F K,i. Por LO2, tenemos que M,s F
K,(¢ — ). Por LO1, tenemos el resultado.

LO4. Trivial a partir de LO3.

LO5 y LOG6. Consideramos que las pruebas son lo suficientemente similares a la
de LO1 como para como para obviarlas.

LO7. Sea M, s un modelo epistémico puntuado (M € S5). Supongamos que se
tiene M, s F K,o A K,—p. Entonces se tiene M,s F K,po y M,sF K,—p. Ahora bien,
como el modelo M es epistémico, en particular R, es reflexiva, por lo que se tiene
M, s F ¢ y también se tiene M, s F -, con lo que llegamos a una contradicciéon, de lo
que se sigue el resultado.

| 0.£.D.

0J

Observacion 2.2. En realidad, la propiedad LOT se tiene en una clase mas general
de modelos, a saber, en KD (la clase de los modelos seriales). En efecto: sea M, s un
modelo serial puntuado. Supongamos que se tiene M,s F K,p A K,—y. Dado que el
modelo es serial, existe t € S con R,st, y por la semantica de K,, M,tF @y M,t F —p,
lo cual nos lleva a una contradiccion y tenemos el resultado. [

El hecho de que se tengan las propiedades de la proposicién anterior se conoce
como el problema de la omnisciencia l6gica (Logical Omniscience), dado que lo que
expresan en conjunto es que los agentes son razonadores perfectos. Por ejemplo, LO1
expresa que el conocimiento es cerrado bajo consecuentes. LO2 expresa que los agentes
conocen todas las propiedades que sean universalmente validas. Las propiedades LO3 —
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LO6 expresan que el agente es capaz de realizar deducciones logicas a partir de su
propio conocimiento, y LOT7 expresa que el conocimiento del agente es internamente
consistente. A menudo se considera que esta es una de las mayores limitaciones del
enfoque de la légica epistémica a la hora de analizar “situaciones de conocimiento”,
dado que la mayoria de los seres inteligentes con la capacidad de albergar y producir
conocimiento no son, a pesar de todo, razonadores perfectos. En nuestra conclusién (8)
trataremos de ofrecer nuestras propias consideraciones sobre este aspecto.

2.3.2. Bisimulaciones

El concepto de bisimulacion es una de las nociones m&s importantes en el es-
tudio tedrico de los modelos de Kripke. Sin adelantarnos demasiado al resultado que
demostraremos a continuacion, este concepto es basicamente una formalizacién de la
siguiente idea: dado un modelo puntuado M, s, ;hasta qué punto podemos “alterar
el modelo” sin que ningiin agente pueda distinguir el modelo original del modificado?
Lo que se busca con este concepto es una nocién de “equivalencia” entre modelos de
Kripke, en un sentido muy concreto.

| Definicién 2.7. Bisimulacidn. Sean dos modelos M = (S, R, V) y M' = (S", R/, V).
Una relacion no vacia R C S xS se dice bisimulacion sii para cualquier par (s,s’) € R
se tienen las siguientes propiedades:

» dtomos s € V(p) si y solo si s € V'(p), para todo p € At.

» itda Para todo a € A y todo t € S, si R,st, entonces eziste t' € S’ tal que R, s't'
y (t,t') € R.

» vuelta Para todo a € A y todo t' € S', si R, s't', entonces eziste t € S tal que
R.st y (t,t') € R.

Denotamos que existe una bisimulacion entre M y M’ en los estados s y s’ con la
notacion (M, s)<—(M’,s"); en tal caso, decimos que (M,s) y (M',s") son bisimilares.
O

Obviamente, si M,s y M’ s son bisimilares, la condicion atomos garantiza la
existencia de un “acuerdo” en las féormulas bésicas en todos los estados relacionados a
través de R; en un contexto epistémico, la condicién ida “preserva la ignorancia” de
formulas al pasar de M, s a M’, s, y la condicién vuelta “preserva su conocimiento”.
Esto se ve de forma clara en la demostracion del siguiente teorema, que enuncia la
indistinguibilidad de modelos bisimilares en el lenguaje L.

| Definicién 2.8. FEscribimos (M,s) =g, (M',s) para denotar que M,s E ¢ sii
M' s" E ¢ para cualquier formula ¢ € Li. En tal caso, decimos que los modelos
puntuados son equivalentes en L. 0
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| Teorema 2.1. Dados dos modelos puntuados (M, s), (M',s'), si se tiene (M, s)«<—(M', ),
entonces también se tiene (M, s) =, (M',s).

Demostracion. Procedemos por induccion estructural sobre . Primero hacemos la
prueba en un sentido: M, s E o = M’ s E .

Caso base: Dados (M, s)«<—(M',s") y p € At, por atomos, M,sEpsiy
solo si M',s" E p.

Paso de induccién: A continuacién supondremos que las férmulas ¢ y ¥
satisfacen la siguiente propiedad (hipétesis de induccion): para cualesquiera
(M, s)«—=(M',s"), M,s E ¢ siysolosi M',s' E ¢ (respectivamente para
0).

Negacion: Supongamos que se tiene M, s F —p. Esto es equi-
valente a M, s ¥ ¢, y por h.d.i. esto es equivalente a M’', s ¥ ¢,
esto es, M, s' E —p.

Conjuncién: Supongamos que se tiene M,s F @ A 1, esto es,
M,sE @y M,s E 1. Por hipotesis de induccién, esto es equiva-
lente a M', " Epy M' s E 1, es decir, M',s" E p N.

Operador modal: Supongamos que se tiene M, s F K,p. Sea
t" arbitrario de forma que R,s't’. Por vuelta sabemos que existe
un ¢t € S tal que Ryst y (t,t') € R. Por hipdtesis de induccion,
Mt E ¢ siy solosi M'/t' F ¢. Dado que M,s E K,p, por la
semantica se tiene M,t E ¢, y por lo tanto M’ t' E ¢. Dado que
t' es arbitrario, esto se tiene para cualquier ' tal que R,s't'; es
decir, M',s' E K, p.

La prueba en el otro sentido es analoga, solo que en el caso del operador modal
se hace uso de la condicién ida en lugar de vuelta.

| 0.£.D.

OJ

Observacion 2.3. Hemos visto que la existencia de una bisimulacion es una condicién
suficiente para que dos estados verifiquen el mismo conjunto de férmulas. Algun lector
puede preguntarse si se trata también de una condiciéon necesaria, y la respuesta es
que no es asi: en efecto, un contraejemplo son los dos modelos que describiremos en
el siguiente ejemplo. Si el lector quiere indagar adicionalmente en las relaciones entre
bisimulacién y equivalencia, le referimos al capitulo 8 (Expresividad) de van Ditmarsch

1]. O

Ejemplo 2.2.  (Van Ditmarsch [1], capitulo 8)

Sea P un conjunto numerable de atomos, numerados de tal forma que p,, es el n-
ésimo de la numeracién. Consideramos los modelos de un solo agente M; = (S, R', V1)

vy My = (S? R%* V?), con:
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Sl={s'}UN S?={s*,w}UN
R'={s'} xN R?={s*} x (NU{w}) (2.5)
Vi (pn) = {n} V2<pn) = {n}

El modelo M; tiene un estado adicional w en el que ningin atomo es cierto. En
este caso, no es dificil ver que los modelos My, s' v M,, s? no son bisimilares, dado que
no se puede dar la condicién de vuelta: en M? el estado w es accesible desde s?, pero
en M no hay ningun estado en el que ningin 4tomo sea cierto que sea accesible desde

st

Veamos ahora que, sorprendentemente, dichos modelos si son equivalentes.

Demostracion. Procedemos por induccién estructural sobre las formulas.
Caso base. Obvio, dado que en s' y en s? no se satisface ningtin 4tomo.

Hipétesis de induccidon. Sea ¢ € L de profundidad a lo sumo m. Entonces
M, st E o < My, s*E .

Operadores negacion y conjuncion. Se comprueban facilmente.

Operador epistémico. Sea ¢ = K1, con ¥ de profundidad a lo sumo m. Supon-
gamos que ¢ puede distinguir ambos modelos (es decir, se tiene en uno de ellos pero no
en el otro). Observemos que cada estado n € N satisface las mismas férmulas en ambos
modelos: efectivamente, cada uno satisface el dtomo p,, correspondiente y no satisface
ningun otro, y, ademds, desde estos estados ningin estado es accesible (ni siquiera él
mismo), de modo que las férmulas modales que se satisfacen para cada estado son las
mismas en ambos modelos. Por lo tanto, la tnica forma de ¢ distinga ambos modelos
es que se tenga M, s* F ¢ pero no se tenga M,, s? F ¢, o sea, que se tenga M;, k =
para todo k € N, 7 = 1,2, pero que se tenga también My, w F 1.

Ahora bien, la férmula 1 es finita, por lo que solo aparece en ella a lo sumo una
cantidad finita de a&tomos. Sea n el mayor natural tal que p,, aparece en 1. Claramente,
los estados (n + 1) y w deben coincidir en ¢ (Ma,n + 1 F ¢ <= My,w FE ). En
particular, como Ms,w ¥ 1, tenemos también que My, n + 1 E 1. Pero esto contradice
el hecho de que 1 se tiene en todos los estados k € N. Concluimos pues que, en efecto,
se tiene My, s' =, My, s°.

| 0.£.D.

O
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3. Logica epistémica dinamica con anun-
cios publicos

La exposicion de este capitulo estd basada principalmente en el capitulo 4 de Van
Ditmarsch [1].

3.1. Idea y motivacion

En el capitulo anterior hemos presentado una légica para razonar sobre situaciones
de conocimiento que involucran a varios agentes, y, si bien en un dambito puramente
teorico el estudio de esta légica y de las posibles construcciones que se pueden realizar en
torno a ella ya nos ofrece una enorme variedad de vias de investigacion de gran interés,
en un contexto practico podria ser razonable pedir algo mas de nuestras herramientas
conceptuales. Mas concretamente, el mundo — al margen de consideraciones filoséficas
en las que tratemos de concebir la sucesion de todos los instantes del tiempo como
una simultaneidad en algiin plano de abstraccion superior al de nuestra experiencia
cotidiana — es un lugar dinamico, caracterizado por una infinidad de cambios que se
dan de un momento a otro, y que es importante tener en cuenta si queremos tratar de
modelar alguna situacién real de manera practica.

Conceptualmente, y de manera provisional, podemos considerar basicamente dos
tipos de cambios que pueden tener lugar en una situacién epistémica, donde varios
agentes razonan sobre el conocimiento que ellos mismos y los demas tienen sobre un
determinado conjunto de hechos del mundo. El primer tipo tiene que ver con los cambios
que se pueden dar en el mundo como tal, y en particular, en el conjunto de hechos que
estarfan considerando los agentes. En este trabajo no se tratard este tipo de cambios, y
tampoco son, por lo general, los que se estan considerando cuando se habla de “logica
epistémica dinamica”. Mas bien, se trata del segundo tipo de cambios: aquellos que
tienen que ver con la informacién de la que disponen los propios agentes sobre un
mismo conjunto de hechos, y con lo que las acciones y el comportamiento de estos
mismos agentes revela o comunica sobre la informacién de la que disponen.

Un primer enfoque para modelar este tipo de cambios es el de los anuncios publi-
cos. Un modelo conceptual bésico para pensar sobre los anuncios publicos es el siguien-
te: ademas de los agentes involucrados en la situacion epistémica, existe también un
“agente externo omnisciente”, que conoce tanto la situacion epistémica como el estado
actual del mundo, y que comunica informacién veraz a todos los agentes involucrados
de forma publica (es decir, de tal forma que cada uno de los agentes es consciente
de que el resto de los agentes también han obtenido esta informacién), con la que di-
chos agentes actualizan sus modelos mentales de la situacién epistémica. No obstante,
existen situaciones mas alld de este modelo conceptual béasico que también podrian ser
modeladas perfectamente con anuncios piblicos: sin ir mas lejos, en una situacion en la
que alguno de los agentes involucrados compartiese cierta informacion y el resto de los

25
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agentes tuviesen garantias de que esta informacién es veraz también podria considerar-
se que lo que ha tenido lugar es un anuncio publico; no obstante, lo que se anuncia en
este caso no es simplemente la informacion como tal, sino también el hecho de que el
agente que la ha anunciado la conocia anteriormente (en términos de nuestro lenguaje
formal, lo que se anuncia no es @, sino K,p).

Por supuesto, los modelos de anuncios publicos tienen grandes limitaciones, dado
que no son capaces (por si solos) de capturar la enorme complejidad y diversidad
de situaciones comunicativas que pueden darse entre varios agentes epistémicos (de
hecho, la segunda parte del ejemplo que planteamos sobre la situacién GLO (2.1) ya
no se ajustaria a este paradigma, dado que el agente a sabe que el agente ¢ va a
comunicar cierta informacién al agente b, pero no conoce exactamente el contenido
de esta informacién); no obstante, los presentamos como “primera incursién” hacia la
logica epistémica dinamica dado que puede considerarse que se tratan del “caso mas
simple” dentro de este ambito, y, con todas sus limitaciones, ya nos permiten atacar una
cantidad considerable de problemas que de otra forma seria mucho mas tedioso plantear
y analizar con rigor. Sorprendentemente, no puede decirse que los anuncios publicos, al
menos por si solos, sean estrictamente hablando imprescindibles para plantear el tipo
de situaciones para las que fueron disenados: como veremos mas adelante, el lenguaje
16gico Lk (l6gica epistémica con anuncios piblicos) es igual de expresivo’ que el
lenguaje Lx. Esto no significa que los anuncios piblicos sean un despropésito y que no
merezca la pena estudiarlos: como minimo, disponer de anuncios publicos supone una
ventaja enorme desde el punto de vista del “usuario”, tanto por la claridad conceptual
que proporcionan como por simplificar enormemente las formulas que se hace necesario
manejar; y, como veremos en el capitulo 6, el lenguaje Lxc[) s7 que es mds expresivo
que el lenguaje Lic.

Finalmente, y antes de proseguir con la presentacion formal del nuevo lenguaje,
es importante hacer un pequeno aviso: el modelo de anuncio publico que vamos a
presentar en este capitulo no es el tnico que se ha propuesto, y tampoco me atreveria
a asegurar que es el “paradigméatico” o el mas ampliamente extendido y aceptado
dentro del campo de la légica epistémica, aunque posiblemente lo sea®. En el capitulo 5
trabajaremos brevemente con un modelo de anuncios piblicos, utilizado en el articulo
de Kooi [4] sobre Légica Dindmica Probabilistica, y tratado brevemente también en van

'En este trabajo mencionamos a veces el concepto de “expresividad”, o decimos que “un lenguaje
es més expresivo que otro”, pero nunca estudiamos rigurosamente lo que esto quiere decir. La idea
bésica es la siguiente: dos lenguajes son igual de expresivos si para cualquier formula en uno de ellos,
existe una férmula equivalente (que toma los mismos valores de verdad en los mismos estados) en el
otro, y viceversa; por lo tanto, un lenguaje A serd més expresivo que otro lenguaje B si todas las
férmulas de B tienen una férmula equivalente en A, pero existe alguna férmula de A que no tiene
ninguna férmula equivalente en B. Si el lector esta interesado en indagar mas al respecto, lo referimos
a van Ditmarsch [1] (capitulo 8).

2De paso, creo que con esto se hace apropiado mencionar algo importante sobre la légica epistémica,
y mas generalmente la 16gica modal, como campos de investigacién, y es que se tratan de campos
extremadamente heterogéneos y poco estandarizados, al menos en comparaciéon con otros campos y
en base a la minuscula experiencia que tengo trabajando en el mismo. De hecho, conforme he ido
avanzando en este trabajo, uno de los objetivos que me he propuesto ha sido el de proporcionar
herramientas que puedan facilitar, al cabo del tiempo, una posible estandarizacién; aunque, desde
luego, entiendo también los beneficios de tener un campo heterogéneo y dinamico como el que tenemos
ahora mismo.
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Ditmarsch [1] (capitulo 4, seccién 9), distinto al que presentaremos aqui. Hay varias
razones por las que hemos considerado apropiado trabajar con este modelo de anuncios
publicos y no con algin otro, que podrian resumirse en:

1) Por continuidad con el modelo proporcionado en van Ditmarsch [1], que es una
de nuestras referencias principales.

11) Porque consideramos que es el més apropiado para la légica epistémica, dado
que, en cierto modo, “asegura” que los tinicos anuncios piblicos que tenga sentido
hacer sean precisamente aquellos que son veraces (el modelo de anuncios piblicos
utilizado en Kooi [4] podria considerarse, por otra parte, mas apropiado para
situaciones doxdsticas).

111) Porque consideramos que el estudio del operador dual del “operador anuncio
ptblico” proporcionado por este modelo (esto se vera mas adelante) también es
de interés especial.

1v) En definitiva, por preferencia personal.

v) Y también porque, en todo caso, habia que tomar una decisién arbitraria sobre
el modelo de anuncios piblicos que se presentaria en este trabajo.

3.2. Sintaxis y semantica de la l6gica epistémica dinami-
ca

| Definicién 3.1. Sintaxis del lenguaje Li(. Dado un conjunto finito de agen-
tes A y un conjunto numerable de proposiciones atomicas At, definimos el lenguaje
epistémico con anuncios piblicos L) (A, At) (por lo general, como ya es costumbre,
obviaremos A y At en la notacion anterior) con la siguiente BNF:

pu=p || o1 Aes | Koo | [o1]epa (3.1)
Conpe At ya € A. O

La nueva construccion que se ha introducido nos permite escribir férmulas de la
forma [p]ip. Como veremos més adelante, el operador [] (operador de anuncio publico o
“corchetes caja”) es de tipo necesidad, de modo que, estrictamente, en lenguaje natural
la férmula [p]y) deberia leerse “después de cualquier anuncio piblico y veraz de ¢ se
tiene 1”; no obstante, dado que, como también veremos mas adelante, este operador
tiene la propiedad de ser funcional respecto a su interpretacién en el conjunto de los
modelos de Kripke puntuados®, podemos permitirnos leerla de forma més simplificada
como “tras anuncio publico y veraz de ¢ se tiene ¢”. El dual de []| se denotard ()
(operador de anuncio publico dual o “corchetes diamante”), y la féormula ()1 se leerd
“tras algun anuncio publico y veraz de ¢ se tiene ¥”. Quiza ahora mismo la diferen-
cia entre estos dos operadores pueda parecer demasiado sutil y esquiva, pero con la

3Es decir, dada una férmula ¢, el conjunto de las férmulas {t; };ca donde se satisface la férmula
[¢]); solo depende del estado M, s donde esta se evalie.
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correspondiente semantica y algunos ejemplos ilustrativos quedara todo mucho mas
claro.

Nota 3.1. En contextos més generales, la palabra “anuncio” es a veces sustituida
por “actualizacién” (mucho mas apropiada, por ejemplo, en el contexto del anélisis de
sistemas distribuidos). O

| Definicién 3.2. Semdntica de Lk(y- Dado un modelo de Kripke M = (S, R, V)
con agentes A y dtomos At,

M,sEp sii s € V(p)
M,sE —p st M,skF ¢
M,sEpNY sit M,sEpy M,sE1 (3.2)

M,sFE Kyp sit Paratodote S: Ryst= MtFp
M,sE el sii (M,sk @) = (M, sE¢) (%)

Donde M, = (S', R', V') se denomina “la restriccion del modelo M a la proposi-
cion p”, y se define como sigue:

n §'=S5(p):={se S| MsEp}
» R :=R,N(S x5
=V =V,NY

Y donde la marca (%) indica que la cldusula debe ser evaluada perezosamente®.
O

De nuevo, es importante tratar de comprender informalmente las construcciones
que hemos definido de manera formal y rigurosa. En este caso, la intuiciéon que hay tras
el formalismo es bastante facil de ver: tras anunciarse publicamente una determinada
informacion, los agentes proceden a “actualizar” sus modelos mentales de la situacion,
descartando todos los estados que son “incompatibles” con la informacién que han
recibido, y continuan razonando en estos nuevos modelos actualizados. Ilustremos esto
con un ejemplo bésico, extraido parcialmente de van Ditmarsch [1].

Ejemplo 3.1. Ana (a), Benito (b) y Catalina (¢) han extraido respectivamente una
carta de un monton de tres, 0, 1 y 2, y todos ellos conocen cominmente estas circuns-
tancias. Ana ha extraido la carta 0, Benito ha extraido la carta 1 y Catalina ha extraido
la carta 2. Obviamente, cada “jugador” conoce la carta que le ha tocado, pero no co-
noce las de los demas. Una forma de representar esta situacién es con el modelo de la
figura 3.1, donde los estados vienen representados por ternas ABC, donde A representa

4La evaluacién perezosa es una estrategia de evaluacién de expresiones que evita calcular el valor
de sub-expresiones hasta que estos sean necesarios. Por ejemplo: una forma no-perezosa (impaciente)
de evaluar la expresién 0 (1+1) serfa 0% (1+1) = 0% 2 = 0. Una forma perezosa seria 0* (14 1) = 0,
haciendo uso de una regla que afirme que el producto de 0 por cualquier suma de naturales es también
nula. En el caso de nuestra definicion, el hecho de que la evaluacion sea perezosa significa que, si
el antecedente es falso, no hay que evaluar el consecuente. La razén para especificar este detalle
aparentemente irrelevante se expondrd mas adelante, pero, basicamente, lo que se busca es evitar
problemas de indefinicién.
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Figura 3.1: Estados posibles en el ejemplo 3.1.
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la carta que le ha tocado a a, y asi sucesivamente. Las lineas continuas representan
las relaciones de accesibilidad de a, las lineas de puntos representan las relaciones de
accesibilidad de b, y las lineas discontinuas repreesentan las relaciones de accesibilidad
de ¢ (en todos casos obviando las relaciones reflexivas). En nuestro ejemplo, el estado

actual del mundo es el 012.

Digamos que los hechos se representan con atomos de la forma 0,, “a tiene la
carta 07, y llamemos Hexa a nuestro modelo, por darle un nombre ingenioso. En este
modelo y en el estado 012, se tiene que “Ana sabe que nadie mas sabe cual es su carta”,

que formalmente se escribiria:

Heza,012 F K,—((Ky0q V Kpla V Kp2,) V (K0, V K 1, V K:2,))

Supongamos ahora que un agente externo con informacién privilegiada, Donoso,
anuncia publicamente la proposicién —1, (“Ana no tiene la carta 17). Con esto, el
modelo actualizado o restringido Hexa|-;, quedaria como en la figura 3.2, y en esta
nueva situacién Ana sabe que o bien Benito o bien Catalina (pero no ambos) saben
cudl es su carta. Abreviando (K0, V K1, V K,2,) como knows,,,, esto se escribirfa:

Hexa,,,123 F Ka((k‘nowsbya A =knows.,) V (knows.q, A ﬁknowsb,a))

El operador de anuncio ptiblico nos permite expresar la “transicion” de un modelo

a otro en una sola formulas:
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012 021

201"~ 210

Figura 3.2: Modelo actualizado con la proposicién —1,.

012 021

Figura 3.3: Modelo actualizado con la proposicién K,—0y.

Hexa,012 E K,~(knowsy, V knows,,)
A

[ﬂla]Ka((/@nowsb’a A =knows.,) V (knows.q, A ﬂknowsb,a))

De hecho, quiza seria todavia mas apropiado utilizar en este caso el operador
dual, pero dejaremos estas consideraciones para mas adelante.

Ahora supongamos que no es un agente externo quien hace el anuncio publico,
sino que es Ana quien anuncia publicamente: “Benito no tiene la carta 0”. Los tnicos
estados en los que Ana sabe que Benito no tiene la carta 0, es decir, los estados en los
que se tiene K,—0,, son precisamente aquellos donde es ella quien tiene esta carta. En
esta nueva situacion (figura 3.3), los agentes b y ¢ conocen exactamente la distribucién
de las cartas entre los jugadores, pero el agente a no la conoce. Esto tiene sentido,
dado que la informacion que se ha anunciado publicamente era algo que Ana ya sabia,
mientras que, para Benito y Catalina, la informacién si aporta algo nuevo. De hecho,
observamos, comparando este anuncio publico con el que planteamos antes, que los
anuncios publicos de la forma [K,¢| parecen revelar “mds informacién” que anuncios
ptblicos “neutrales” [¢]. Esto también tiene sentido, dado que, al menos en modelos
epistémicos, la validez de una proposicion K,p implica la validez de la proposicion ¢,
pero el reciproco (obviamente) no es cierto.

OJ
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Observacion 3.1. Evaluacion perezosa de los operadores de anuncio publico.
Antes de proseguir, es importante hacer un pequeno apunte técnico sobre este operador
y su dual para evitar confusiones mayores en el futuro. Comenzamos observando que,
de acuerdo a la definicién general de los operadores duales, la férmula (¢)1), en realidad
una abreviatura de —[p]—1), se interpretaria mediante la cldusula semantica:

M,skE (p) sii (M,skE @)y (Mg, sE)(%) (3.3)

Tanto en el caso del operador “primal” como del operador dual, es importante que
la clausula se interprete evaluando de forma perezosa la parte derecha de la misma.
Quizé un lector sagaz ya haya visto por qué esto es asi, pero, en cualquier caso, la
razén no es compleja, y se puede ilustrar con un ejemplo extremadamente simple.
Supongamos que M es un modelo con un solo estado s, en el que se satisfacen los
atomos p y ¢. ;Cémo se interpretaria entonces la validez de la férmula [-plg en el
estado M, s?

Tenemos que ver si se tiene (M, s F p) = (M), s F q). No obstante, si evaludse-
mos esta expresion de forma impaciente, nos encontrariamos con un problema, dado
que el conjunto de estados del modelo M), es el vacio, y, en particular, s ¢ (). Dado
que no sabemos interpretar la validez de férmulas sobre estados que no pertenecen al
conjunto de estados del modelo, el resultado seria indefinido. En cambio, si evaluamos
la expresion de forma perezosa y aplicamos la regla de que “si el antecedente de una
implicacion es falso, entonces, independientemente del consecuente, esta es verdade-
ra”, tendriamos que la férmula se interpreta como verdadera — lo cual tiene sentido si
consideramos que “del anuncio publico de algo falso se puede deducir cualquier cosa’.

El mismo problema lo tendriamos si quisiésemos interpretar la validez de (—p)q, v,
de nuevo, la evaluacién perezosa nos lo resuelve si aplicamos la regla de que “si el primer
término de una conjuncion es falso, entonces, independientemente del segundo término,
la conjuncién es falsa”, y consideramos que el “autémata” encargado de interpretar
estas expresiones siempre evaliia en las conjunciones el primer término antes que el
segundo. O

3.3. Conceptos importantes de la légica epistémica
con anuncios publicos

La primera propiedad que enunciaremos es de especial importancia en el contexto
de la légica epistémica, ya que nos dice que si el modelo del que partimos es epistémico,
su restriccién tras un anuncio ptublico nos proporciona un modelo que sigue siendo
epistémico; esta propiedad, por lo tanto, es indispensable para poder hacer uso de los
anuncios publicos en este contexto.
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Proposicion 3.1. Sea M € 85y ¢ € Lk(). Entonces M), € S5.

Demostracion. Sea a € A un agente arbitrario. Si R, es la relacion de accesibilidad
asociada a a en el modelo M y R/ es la relacién de accesibilidad asociada a a en el
modelo restringido, tenemos que comprobar tres cosas:

» R/ es reflexiva.

= R/ es simétrica.

» R/ es transitiva.
Reflexiva. Trivial.

Simétrica. Sean s,t € S(p) con (s,t) € R., esto es, (s,t) € R, N S(p)? Por
simetria de R,, tenemos:

(s,t) € Ry = (t,s) € R,

Por otra parte, es obvio que (s,t) € S(¢)? = (t,s) € S(p)?. Usando ambas
implicaciones, obtenemos finalmente:

(t,s) € R,

Transitiva. Sean s,t,u € S(p) con (s,t),(t,u) € R, = R, N S(p)?. Por transiti-
vidad de R,, tenemos:

(s,t), (t,u) € R, = (s,u) € R,

Y, obviamente, (s,t),(t,u) € S(p)*> = (s,u) € S(¢)?. Usando ambas implica-
ciones, obtenemos finalmente:

(s,u) € R,
| Q.£.D.

OJ

A continuacién presentamos varias propiedades y conceptos importantes, y a
menudo sorprendentes, relacionados con el comportamiento del operador de anuncio
publico y su dual. Dado que se trata de muchas propiedades y que son bien conocidas
en el campo, presentaremos la mayoria de ellas sin demostracién. La primera tiene que
ver con la relacién entre el operador de anuncio publico y la negacion.

Proposicion 3.2.  Anuncios piblicos y negacién. La férmula [p| -1 < (¢ — —[p]0)
es valida (en cualquier modelo de Kripke).

OJ
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Lo que nos dice este resultado es que, dado un estado M, s, la férmula [p]—1)
puede ser verdad por dos razones. La primera razon es que, tras llevarse a cabo un
anuncio publico y veraz de la férmula ¢ en el estado M, s, no se tenga 1. La segunda
razén es que un anuncio publico y veraz de la férmula ¢ no pueda hacerse en el estado
M, s (porque ¢ no es cierta en M, s).

Obsérvese que —[¢] es equivalente a (¢)—t). Este lema nos permite hacernos una
idea mucho més concreta de la diferencia entre lo que expresan las formulas || y (@)e):
en el primer caso, lo que se esta expresando es que st pudiese realizarse el anuncio
publico y veraz de ¢ en el estado M, s, entonces en el modelo restringido resultante se
tendria . En el segundo caso, lo que se expresa es que puede realizarse el anuncio
publico y veraz de ¢, y en el modelo restringido resultante se tiene 1. Regresando a
la introduccién que hicimos inicialmente de estos operadores, quizé ahora tengan mas
sentido las “lecturas en lenguaje natural” que se hacen de cada uno de ellos: en el caso
de la segunda férmula, tiene sentido que la leamos como “tras algin anuncio ptublico de
© se tiene 1”7, dado que esto da a entender que, efectivamente, algin anuncio publico
(y veraz) de ¢ puede realizarse. En el caso de la primera férmula, que se lea como
“tras cualquier anuncio publico de ¢ se tiene ¢” daria a entender que si es que puede
anunciarse ptublicamente , entonces se tiene 1), y, en otro caso, puede tenerse cualquier
cosa.

Las dos proposiciones que presentamos a continuacion nos permiten expandir
adicionalmente nuestra interpretacion de estos operadores.

Proposicion 3.3. Los anuncios son funcionales. La formula

(o) = [l
es valida.
O
Proposicion 3.4. Los anuncios son parciales. La férmula
{e)T
no es valida.
Demostracion. Basta considerar un estado epistémico M, s donde no se tenga .
| 0.€.D.
OJ

Lo que nos dice este par de proposiciones es lo siguiente: por una parte, si
un anuncio publico puede ejecutarse, entonces solo puede ejecutarse de una forma
(M,sE @y My,s F v implica que M,s F ¢ = M),,s F ¢); es decir, los anun-
cios publicos son funcionales. Por otra parte, los anuncios ptublicos no siempre pueden
ejecutarse; en otras palabras, son funciones parciales (su dominio no es el total).
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Planteamos ahora un conjunto de situaciones interesantes que puede llegar a
parecer contraintuitiva: jes posible que el hecho de anunciar algo publicamente haga
que lo que se anuncia pase a ser falso? La respuesta es que si. Consideremos la situacién
del siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.2. Ana (a) y Benito (b) son un matrimonio de opositores. Ana estd a la
espera de sus resultados en las oposiciones mas recientes para profesora de inglés, que
deberian estar a punto de salir. Finalmente, los resultados aparecen en la correspon-
diente pagina web, y Ana ve que ha obtenido una plaza. Entonces le dice a Benito, que
sabe que Ana estd atenta a los resultados de las oposiciones, pero que no lo estd él mis-
mo: “Supongo que todavia no lo sabes, pero he conseguido una plaza en las oposiciones
mas recientes”.

Planteemos formalmente la situacion. Representamos la afirmacion “Ana ha ob-
tenido una plaza en las oposiciones” con el atomo op. En el modelo epistémico inicial,
hay dos estados posibles del mundo: s;, donde Ana obtiene la plaza (el estado real del
mundo) y so, donde Ana no obtiene la plaza (S = {s1, s2}). Ana conoce los resultados
de las oposiciones, de modo que su relacién de accesibilidad es R, = {(s1, s1), (s2, 52)}-
Benito, en cambio, no conoce los resultados, de modo que su relacién de accesibilidad
es R, = S x S. Entonces se anuncia publicamente la siguiente proposicién: =Kyop Aop®.

Evidentemente, el anuncio ptblico se puede realizar, dado que M, s; F = Kyop A op.
Escribamos ¢ := = Kyop A op. Ahora bien, en el modelo restringido M), desaparece el
estado s9, de modo que el tnico estado accesible a b desde el estado s; es el propio
s1y, por lo tanto, la proposicién Kyop pasa a ser cierta (—Kpop pasa a ser falsa). En
particular, esto significa que M|, F =y, o lo que es lo mismo,

M7 S1 = <Qp>_'§0
[

Este tipo de situaciones son de interés especial en el campo de la légica epistémica
dindamica, y dan lugar a los conceptos de actualizacion exitosa y no exitosa. Estos
conceptos admiten un estudio en una profundidad mucho mayor de lo que se verd en
este trabajo, haciendo uso de las herramientas presentadas en el capitulo 6, entre otras.
El lector interesado puede consultar van Ditmarsch [1] (capitulo 4, seccién 4.7).

A continuacién presentamos otros varios resultados clasicos y bien conocidos.
Las demostraciones de algunos de ellos pueden encontrarse también en el capitulo de
anuncios publicos de van Ditmarsch.

Proposicion 3.5. Las siguientes férmulas son todas equivalentes:
= o= [l
== ()Y

5Podria considerarse que, dado que la anuncia Ana, en realidad lo que se anuncia es ~Kyop A K,0p.
En este caso, da igual, dado que, como el lector podra comprobar, la restricciéon a ambas proposiciones
del modelo inicial proporciona el mismo modelo.
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o]
OJ
Proposicion 3.6. Las siguientes féormulas son todas equivalentes:
= (p)¥
= o A
= oAl
OJ
Proposicion 3.7. Las siguientes férmulas son validas:
n (YK <> (9 A Kol = (o)1)
= () Kat & (9 A Ka(p)0)
O

Concluimos esta secciéon con otro resultado que puede parecer bastante sorpren-
dente (aunque ya lo adelantamos en la seccién inicial de este capitulo). Lo que se
deriva de este resultado en ultima instancia es, basicamente, que podemos reescribir
cualquier féormula en Lk} como una férmula equivalente de Lg, con lo que, “estric-
tamente hablando”, los anuncios piblicos “no son realmente necesarios”, al menos en
L. Por supuesto, todo aquel que quiera sugerirnos que podemos prescindir de los
anuncios publicos a cambio de construcciones formales equivalentes es igualmente libre

de escribir férmulas proposicionales usando solo la barra de Sheffer (1)°.

| Teorema 3.1. Reescrituras de Lk a Lk. Se tienen las siguientes equivalencias:

3.4a
3.4b
3.4c
3.4d
3.4e

[plp <> —p
[p] (¥ A x) < ([e]Y A ]x)
[p] = < (v — =[plY)
[p] Kath <> (¢ = Ka[p]?)
[pl [Y]x > [ Alelv]x

—_— N

—~
e N N N

—~

O

En efecto, es facil intuir que con este conjunto de escrituras es posible tomar
cualquier férmula en Lgq) e ir reescribiéndola sucesivamente hasta obtener una férmula
equivalente en Lg. Si el lector no esta convencido de este hecho y desea una prueba
formal del mismo, lo referimos a van Ditmarsch [1] (teorema 8.44).

6El operador NAND, que por si solo forma un sistema funcionalmente completo de conectivas en
la 16gica proposicional; por ejemplo, la férmula P A Q se escribirfa (P 1T Q) 1 (P 1 Q). Alguien todavia
mads purista podria expresar estas formulas sin hacer uso de paréntesis.
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Observacion 3.2.  En particular, de lo anterior se sigue que el concepto de bisimulacién
que hemos dado para Lx es “coherente” con Lg; es decir, si dos modelos puntuados
M,s y M’ s" son bisimilares, entonces se satisfacen las mismas férmulas de Lk en
ambos.

OJ



4. Logica epistémica probabilistica

4.1. Idea y motivacion

Desde su concepcion, el concepto de probabilidad ha tenido interpretaciones muy
diversas, y tratar de hacer una enumeracion exhaustiva deteniéndonos pormenorizada-
mente sobre cada una de ellas, si bien puede ser una tarea digna de su propio esfuerzo,
no nos parece conveniente en el contexto de nuestro trabajo. No obstante, una de las
divisiones mas importantes que pueden establecerse entre todas estas interpretaciones,
y que es de especial interés en cuestiones epistémicas, es la que distingue, por una par-
te, la probabilidad como una valoracién interna del sujeto (“probabilidad como grado
de certeza”), y, por otra, como un aspecto intrinseco a la realidad objetiva con entidad
propia (podrian citarse en este sentido, por ejemplo, las teorias contemporédneas con las
que tratarian de explicarse algunos de los fenémenos mas extranos que se observan a
escala subatémica). Tampoco entraremos en los aspectos més teéricamente complejos
y filoséficamente sugerentes de las implicaciones de cada una de estas posibilidades (o
incluso de una combinacién de ambas), pero el lector podra imaginar de sobra que cada
una de estas requiere de un tratamiento particular y matizado.

Las herramientas conceptuales que introduciremos en este capitulo pueden pres-
tarse tanto a unas interpretaciones como a las otras; no obstante, si es cierto que, en
un principio, quiza las que mas naturalmente se ajustan a ellas son las del primer tipo
(“probabilidad subjetiva”). Esto tiene que ver en gran parte con el contexto inmediato
en el que se desarroll6 este tipo de formalismos, a saber, en el andlisis de sistemas distri-
buidos — los propios Ronald Fagin y Joseph Y. Halpern, cuyo articulo Reasoning about
Knowledge and Probability [3] es nuestra principal referencia en este capitulo, pueden
considerarse sin temor a exagerar eminencias en este campo de investigacién'. En este
ambito, es importante que los formalismos utilizados permitan distinguir claramente
entre, por una parte, un conjunto de “hechos” de naturaleza aleatoria o probabilistica
— por ejemplo, el output de algin programa pseudo-aleatorio — y, por otra parte, una
nocion de conocimiento de estos hechos o estimacion de sus probabilidades por parte
de los nodos en el sistema — podria ocurrir, como veremos en los ejemplos, que un
mismo “nodo” pudiese considerar varias distribuciones de probabilidad posibles sobre
un mismo conjunto de hechos.

Esto no impide, por supuesto, que se puedan representar situaciones en las que
las nociones de probabilidad reflejen una propiedad “objetiva” del mundo externo:
generalmente, esto podria interpretarse como la condicién de que todos los agentes en
el sistema estan de acuerdo en la distribucién de probabilidad que gobierna un conjunto
de hechos bajo un determinado conjunto de circunstancias; de hecho, esta es una de
las “propiedades interesantes que puede cumplir un modelo” que estudiaremos mas
adelante.

! Ambos han recibido el premio Gddel, otorgado por la European Association for Theoretical Com-
puter Science (EATCS), Halpern en 1997 y Fagin en 2014, entre otros reconocimientos.
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4.2. Sintaxis y semantica del lenguaje epistémico pro-
babilistico

| Definicién 4.1. (Sintazis del lenguaje LPx ). Dado un conjunto finito de agen-
tes A y un conjunto numerable de proposiciones atomicas At, definimos el lenguaje
epistémico probabilistico LPx(A, At) (como de costumbre, generalmente obviaremos A
y At en la notacion anterior) con la siguiente BNF:

gp:::p|—|<p|301/\302|Ka<p|ZQkPTa(90k)ZQ (4.1)
k=1

Conp e At,a € A, k € {1,2,3,...} y los términos Qy, k = 1,...n y Q son
racionales arbitrarios.

OJ

Esta nueva variante de nuestro lenguaje nos permite formalizar razonamientos
sobre hechos probabilisticos, y, mas concretamente, sobre sus probabilidades o combi-
naciones lineales de las mismas®. El operador n-ario Y ;_, QrPr.( ) > @Q se llamard en
general “operador probabilistico”, y a menudo lo expresaremos con la més ligera nota-
cién Q1Prq( )+ ... + QpPry( ) > Q. A los términos Q) los llamaremos “coeficientes”,
y @ se denominara el “término libre” o “término independiente”.

Antes de proseguir con una definicion rigurosa de cémo se interpretaria una férmu-
la que hace uso de la nueva construccién, tratemos de imaginarlo de manera informal.
Consideremos la siguiente situaciéon més o menos abstracta: sean a y b dos agentes, y
p un hecho que puede darse o no con cierta probabilidad P. Entonces:

» La férmula Pr,(p) > @ se leeria “el agente a asigna una probabilidad mayor o
igual que @ al hecho p”.

» La férmula K,(Pr,(p) > Q) se leeria “el agente a sabe que el agente a asigna
una probabilidad mayor o igual que ) al hecho p”, o simplemente “el agente a
sabe que la probabilidad del hecho p es mayor o igual que ¢”.

» La férmula Pry(K,(Pr.(p) > Q)) > Q' se leeria “el agente b asigna una probabi-
lidad mayor o igual que @)’ al hecho de que el agente a sepa que la probabilidad
del hecho p es mayor o igual que @Q”.

» La férmula Ky(PryK,(Pra.(p) > Q) > Q') se leeria “el agente b sabe que el agente
b asigna una probabilidad mayor o igual que @’ al hecho de que el agente a sepa
que la probabilidad del hecho p es mayor o igual que ), o simplemente “el agente

2La razén por la que nos limitamos a combinaciones lineales es de naturaleza técnica, y tiene
que ver con la posibilidad de obtener una axiomatica completa para el calculo proposicional en este
lenguaje — de hecho, la razén por la que nos limitamos a términos @) racionales y no, por ejemplo,
reales, o la razon por la que no permitimos “mezclar” varios agentes en una misma instanciacién del
operador probabilistico (es decir, no se permiten férmulas como Pr,(p) + Pry(1)) > Q) son similares.
Estas cuestiones se discutiran por encima en el capitulo 7.
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b sabe que la probabilidad de que el agente a sepa que la probabilidad del hecho
p sea mayor o igual que () es mayor o igual que Q.

Mas alla de ver, una vez mas, lo impracticable que seria hacer este tipo de razona-
mientos sin disponer de un formalismo adecuado, el lector podra percibir también que
existe una dualidad entre que un agente “asigne” una probabilidad a un hecho y que el
agente “sepa” cudl es la probabilidad de este hecho, que en un principio podria resultar
un tanto extrana. Grosso modo, el motivo de introducir esta dualidad es que, en de-
terminadas situaciones, tiene sentido considerar que un agente asigne simultaneamente
varias probabilidades a un mismo hecho (lo veremos més claramente en los ejemplos).
Aunque esta distinciéon pueda parecer inicialmente confusa, si se comprende y se usa
adecuadamente puede dotar al formalismo de una enorme versatilidad respecto a otros
que podrian parecer “mas naturales” a priori.

Dado que, segin parece, este lenguaje introduce una nueva dimensién proba-
bilistica totalmente ajena a los conceptos “clasicos” de modalidad, resulta necesario
definir una nueva familia de modelos para interpretarlo.

| Definicién 4.2. Modelos de Kripke probabilisticos. Dado un conjunto nume-

rable de dtomos At y un conjunto finito de agentes A, un modelo de Kripke probabilistico
es una estructura M = (S, R4, VA TIAAY) | donde:

» La estructura (S, R4, VA define un modelo de Kripke.

o [144 0 A x S — Probs(S), donde Probs(S) es la notacion que usaremos para
representar el conjunto de los espacios probabilisticos sobre subconjuntos de S.
Mads concretamente,

HA,At : (a’ S) — <S(a,5), Ql(a,s)u Pr(a,8)>

donde:
e Ss) €S es el espacio muestral para a en s.
o A, es un o-dlgebra sobre S
e Pr,s) es una medida de probabilidad sobre U (q.s) (Pra,s) : Aa,s) — [0,1]).

Como recordatorio, en cualidad de medida de probabilidad, Pr, s debe satisfacer
las siguientes propiedades [5] 3:

- PT(a,s)(‘S(a,s)) =1
L] PT’(a7S)(E) >0 VE e Q[(a,s)

» (Aditividad numerable) Sean {E}}72, C A(as) una familia numerable de con-
Jjuntos disjuntos en el o-dlgebra. En tal caso, se tiene:

3También se ha propuesto, en este mismo campo, el uso de nociones no estandar de probabilidad
para resolver ciertas limitaciones de la nocién “clasica”; el propio Halpern hace propuestas en esta
direccién en su articulo Lexicographic probability, conditional probability, and nonstandard probability
[12].
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Pr(a,s)(U Ek) = Z Pr(a,s) (Ek)
k=0

k=0

Como de costumbre, evitaremos hacer referencia explicita a A y At a menos que
las ambigiiedades del contexto lo ameriten.

OJ

| Definicién 4.3. Semdntica de LPx. Dado un modelo de Kripke probabilistico
M = (S, R,V,II) con agentes A y dtomos At,

M,sEp sit s€V(p), pe At

M,sE —p st M,sF ¢

M,sEpANY sit. M,sE@y M,sE Y (4.2)
M,sE Ko sit Para todot € S: Ryst= M,tF ¢

M; sk Z?}g:()) QkPTa(SOk) Z Q 511 ZZ:() QkPT*(a,s)(S(a,s)(gpk)) Z Q

Donde:

n El conjunto S(qs)(p) se define como

Stas)(9) == {5 € Stas) | M, s F ¢}

» FEl asterisco () en la funcion de probabilidad denota que estamos utilizando la
medida interior, es decir,

Prias)(G) = sup{Pr,s(E) | E € Uy, E C G}

(La mayor de las medidas de subconjuntos de S en el o-dlgebra.)

OJ

Nota 4.1.  Abusando de la notacion, escribiremos Pr. (4 (¢r) en lugar de Pr.(q 5 (S(a,s)(¢k))
U

Observacion 4.1. Larazén por la que tenemos que recurrir a utilizar la medida interior
para la semantica del operador probabilistico es que, en principio, no siempre podemos
asegurar que todos los conjuntos de la forma S, 4 () sean medibles (que estén en
el o-dlgebra). También podria haberse hecho uso del concepto anédlogo de “medida
exterior” (la menor de las medidas de subconjuntos de S en el o-dlgebra), pero quiza
resulte mas natural hacerlo de esta manera, dado que de la otra pueden darse algunas
situaciones un tanto extranas (por ejemplo, podemos tener dos conjuntos disjuntos
con medida exterior 1, lo cual traducido a los términos de nuestra légica implicaria
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que podriamos tener formulas mutuamente contradictorias de forma que todas ellas
evaluasen a probabilidad 1 para una misma asignacion).

Maés adelante veremos ciertas condiciones suficientes para que todos los conjuntos
considerados sean medibles. La principal ventaja de esto es que nos permitira definir
una axiomatica completa mas sencilla y natural, aunque, como también veremos, el
caso ‘no medible” también admite una axiomatica completa.

OJ

Como ya hemos hecho en capitulos anteriores, tratemos de dar cierto sentido
informal a los formalismos que acabamos de definir. Basicamente, la situacién que
tendriamos es la siguiente: ademas de las relaciones de accesibilidad que ya teniamos
como parte de la semantica de Kripke, que configurarian la parte modal de nuestro
lenguaje y nos permitirian razonar en términos de “conocer” y “considerar posible”,
anadimos ahora también que, para cada agente a en cada estado s, se considera una
distribucién de probabilidad sobre algin subconjunto (no vacio) de S, sobre la cual
se interpretaria la parte probabilistica del lenguaje. Obsérvese que los conjuntos S(g,s)
(espacio muestral de a en s) y R,(s) := {t € S| Ryst} (conjunto de estados accesibles
para a desde s) no tienen por qué coincidir; de hecho, ni siquiera tiene por qué ocu-
rrir que el primero sea un subconjunto del segundo. Esto tiene varias “consecuencias
imprevistas de interpretacién no trivial”, como que un agente pueda considerar posi-
bles (utilizando la nocién modal de posibilidad) varios estados del mundo asignando
probabilidades solo a algunos de ellos; que considere posible un estado al que asigna
una probabilidad nula; o, incluso, que asigne probabilidades positivas a estados que ni
siquiera considera posibles. Todo esto, no obstante, debe verse como una ventaja por
parte del formalismo, y no como una limitacién, dado que significa que el conjunto de
situaciones que podemos representar es mucho mas general de lo que podriamos haber
pensado en un principio; y, si queremos estudiar situaciones mas concretas, basta con
anadir restricciones adicionales a la version mas general del formalismo.

De hecho, estas consideraciones podrian dar pie a que nos preguntasemos: json los
modelos epistémicos (considerandolos sin la parte probabilistica) los mas apropiados
para plantear este tipo de situaciones? (;O bajo qué circunstancias lo son?) De hecho,
en el proximo capitulo veremos que hay autores que consideran conveniente trabajar
en una clase todavia mds general de modelos (a saber, la clase mas general posible:
el conjunto K de todos los modelos de Kripke). En todo caso, aunque los conceptos y
resultados mas generales que presentamos en este trabajo no se limitan en su aplicacion
y relevancia a los modelos en §5, en aras de la concrecion trataremos de enmarcarlos
siempre en el contexto de alguna situacién epistémica.

Nota 4.2. El lector habra observado que, en principio, el lenguaje que hemos definido
solo incluye el constructor para férmulas de la forma Q1 Pr,( )+ ... + QxPr () > Q. y
no para otras desigualdades e igualdades que podria resultar natural querer expresar.
Por suerte, la mayoria de estas puede expresarse a partir de la desigualdad que ya
tenemos. Escribimos a continuacién algunos ejemplos:

» Q1Pro(p1) + ...+ QuPro(pr) < Q <= ~(Q1Pra(p1) + ... + QrPra(vr) > Q)
= Q1Pro(p1) . +QrpPra(pr) < Q <= (=Q1)Pra(p1) +... 4+ (=Qk) Pra(er) > —Q
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» Q1 Pro(p1)+...+QrPra(pr) = Q < ((—Q1)Pry(v1) + ... + (—=Qr) Pro(¢r) > —Q)
AN (Q1Pra(p1) + ... + Qe Pra(pr) > Q)

. QIPTa(Qpl) Z QQPTa(SOZ) — Q1P7”a(901) - Q2pra<902) Z 0

Otra notacién de la que haremos uso habitualmente serd K PZ%p, que serd una
abreviatura de la expresion K,(P,(¢) > Q). Esta abreviatura nos servirfa para expresar
de manera concisa la afirmacién “el agente a sabe que la probabilidad de ¢ es mayor o
igual que )", dado que, como vimos en nuestros ejemplos iniciales, debe distinguirse en
nuestra semantica entre la asignacion de una probabilidad y el conocimiento de dicha
asignacion. Finalmente, de manera andloga podriamos definir otras notaciones como
KP79 KP9 etcétera.

OJ

4.3. Propiedades y resultados basicos de la légica
epistémica probabilistica

Introducimos esta seccién con un ejemplo de Halpern y Fagin [3] que nos permite
observar la gran pluralidad de matices que es posible expresar con el lenguaje LPx, v,
por otra parte, la importancia de tener en cuenta estos matices a la hora de modelar
una situacion.

FEjemplo 4.1. Incertidumbre probabilistica e incertidumbre esencial. Conside-
remos la siguiente situacion: un sistema distribuido esta constituido por dos nodos a
y b. El nodo b admite un bit de input con valor 0 o 1. Una vez introducido el input,
el mismo nodo simula el lanzamiento de una moneda justa, y realiza una accién Act
si el input coincide con el resultado del lanzamiento (es decir, si el input es 1 y en el
resultado del lanzamiento es cara, o el input es 0 y en el resultado del lanzamiento es
cruz). El nodo a desconoce el valor del input introducido en b.

Dado que el valor del input es conocido para b, es facil razonar que este nodo sabe
que la probabilidad de realizar la accién Act (antes de haberse simulado el lanzamiento
de la moneda) es de 1/2. Se podria razonar de forma similar para el nodo a, que no
conoce el valor del input: por una parte, si el input de b es 0, entonces realizara la
accion en el caso en que el resultado del lanzamiento sea cruz, hecho cuya probabilidad
es 1/2; andlogamente si el input de b es 1, entonces la accion se realizara si el resultado
del lanzamiento es cara (probabilidad 1/2). Por lo tanto, independientemente del input
de b, la probabilidad de que se realice Act es 1/2. Obsérvese que este razonamiento
no requiere de tener que especificar una distribucion de probabilidad sobre el valor del
input introducido; en todo caso, si tal distribuciéon de probabilidad existiese, esto no
afectaria a nuestro argumento.

Tratemos ahora de formalizar el argumento anterior en nuestro sistema. Tenemos
cuatro estados posibles del mundo: (0, X), (0,C), (1, X), (1, C) (la primera componente
representa el valor del input de b, y la segunda representa el resultado del lanzamiento
de la moneda). Llamémoslos respectivamente sy, so, S3 v S4, y sea S el conjunto de
estos cuatro estados. Consideremos las siguientes proposiciones atémicas:
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= Con Act denotamos el hecho de que se lleva a cabo Act

» Con C, X denotamos cada uno de los resultados del lanzamiento (cara y cruz,
respectivamente).

= Con By, B; denotamos cada uno de los posibles valores del input de b.

Los nombres de los estados son autodescriptivos en cuanto a si se tiene o no en
cada caso C, X, By o By. Los estados en los que se tiene Act son (0, X) y (1,C). Las
relaciones de accesibilidad también estan claras: para el nodo a, todos los estados son
accesibles desde cualquier otro; para el nodo b, un estado es accesible desde otro si y
solo si sus primeras componentes (es decir, el valor del input) coinciden. Nos queda
una cuestién por resolver: la asignacion de probabilidades. A continuacion presentamos
varias opciones para el nodo a (también habria que definir la asignacién de probabili-
dades del nodo b, pero en este ejemplo nos bastara con la del nodo a para ilustrar lo
que nos interesa), todas ellas en principio razonables:

1) Modelo MO. Podemos asociar a cada estado s el espacio muestral S formado
por todos los estados posibles. En principio esta podria parecer la opcién mas
natural, dado que estamos considerando que el espacio muestral coincide en cada
estado s con el conjunto de los estados accesibles (para a) desde s. Dado que
asumimos que los eventos de introducir un input u otro no son probabilisticos,
los tnicos conjuntos medibles que podemos considerar, ademés del vacio y el
total, son {(0,C),(1,C)} v {(0,X),(1,X)} (es decir, {s2,s4} v {s1,53}), cada
uno de ellos con probabilidad 1/2.

11) Modelo M1. Otra posibilidad es asociar a cada estado s el espacio muestral
formado por aquellos estados cuyo input coincida con el del propio estado s. A
los estados (0, X) y (0,C) se les asociaria el espacio muestral {(0, X), (0,C)}, y
los conjuntos medibles no triviales serian los unitarios con probabilidad 1/2 en
cada caso; para los estados (1, X) y (1,C) tendriamos lo anélogo.

111) Modelo M2. Por tltimo, tenemos la opcién trivial de asignar a cada estado s
el espacio muestral formado por el propio estado s, con probabilidad 1 en cada
caso.

De estas tres opciones, la tnica en la que el razonamiento informal que hemos
expresado mas arriba es correcto es en el modelo M 1. En efecto, no es dificil comprobar
que en cualquiera de los estados de este modelo se tiene K P, 12 Act. Como podemos
observar en la figura 4.2, en cualquiera de los estados s el nodo considera posibles dos
asignaciones de probabilidad, y en ambas se tiene que el conjunto S, (Act) (que en
unos casos es el conjunto unitario {(0, X)} y en otros es el conjunto unitario {(1,C)})
tiene una probabilidad de exactamente 1/2.

No es este el caso en el modelo MO (figura 4.1), donde para todo estado s se tiene
una misma asignacién de probabilidad, y en dicha asignacién el conjunto S, ) (Act) :=
{(0,X),(1,C)} no es medible, y su medida interior es nula. Finalmente, en el modelo
M2 (figura 4.3) tenemos una situacién un tanto curiosa: en cualquier estado s, es
posible o bien que P,(Act) = 0 o bien que P,(Act) = 1; esto es, que en todos los
estados se tiene My, s F K,(P,(Act) =1V P,(Act) = 0).

Un comentario final sobre este ejemplo es que las consideraciones anteriores no
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1/2

Figura 4.1: Representacién del modelo MO. Las “cajas punteadas” representan los
subconjuntos medibles de cada espacio muestral. En este caso, el tinico espacio muestral
esta representado con la caja de lineas continuas. Las rectas continuas representan la
relacion de accesibilidad del nodo a, y las rectas discontinuas representan la relacion

de accesibilidad del nodo b.

(1, X )i (1,

Figura 4.2: Representacion del modelo M1.
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O R O

1, X e

Figura 4.3: Representacién del modelo M2. En este caso, cada estado se identifica con
un espacio muestral.

deben dar pie a la interpretacién de que el modelo M1 es “el correcto” en esta situa-
cion. Una interpretaciéon mas completa podria obtenerse considerando que los modelos
M2y M1 representan dos instantes sucesivos en la evolucién de un sistema (una con-
secuencia un tanto confusa de la forma de la que hemos decidido nombrar a nuestros
modelos es que el instante correspondiente al modelo M2 seria cronolégicamente ante-
rior al que corresponde al modelo M1). En el primer instante (modelo M2), el nodo b
ya ha obtenido el input pero todavia no ha realizado el lanzamiento de la moneda; por
lo tanto, cada uno de los estados correspondientes se encuentra todavia “indetermi-
nado”, y se les pueden asignar distribuciones de probabilidad. En el segundo instante
(modelo M1), el lanzamiento ya se ha realizado, y puede considerarse que no tiene
ya sentido asignar a cada uno de los estados una probabilidad de 1/2, aunque, ob-
viamente, el nodo a no conoce el resultado (de ahi que en todos los estados se tenga
My, s E K,(P,(Act) = 1V P,(Act) = 0)). Una forma de distinguir entre ambos tipos
de incertidumbre es asignando nombres distintos a cada una de ellas: el primer tipo
de incertidumbre (el nodo considera que existe una distribucién de probabilidad que
gobierna un determinado subconjunto de estados) puede llamarse “incertidumbre pro-
babilistica”, mientras que el segundo tipo (el nodo no considera que exista ninguna dis-
tribucién de probabilidad gobernando un determinado subconjunto de estados) puede
llamarse “incertidumbre esencial”; obviamente, en muchas ocasiones puede transfor-
marse una situacién “esencialmente incierta” en otra “probabilisticamente incierta”,
simplemente anadiendo una distribuciéon de probabilidad que se adectie a las relacio-
nes de accesibilidad de la situacion inicial, pero no esta claro que esto pueda hacerse
siempre de manera satisfactoria.

4Un ejemplo sencillo serfa un modelo cuyos estados fueran los niimeros naturales, y cuya relacién
de accesibilidad fuese la total (cualquier estado es accesible desde cualquier otro). Sabemos que no
existen medidas de probabilidad sobre los niimeros naturales tales que a cada conjunto unitario se le
asigne una medida no nula de forma equiprobable; por lo tanto, tendriamos que prescindir de esta
probabilidad y “privilegiar” a unos estados sobre otros, lo cual podria no ser deseable dependiendo de
la situacién que estuviesemos tratando.
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O

El ejemplo anterior nos muestra como una situacién que en principio puede pare-
cer sencilla ya se presta a bastantes consideraciones en cuanto a como se deben asignar
los espacios probabilisticos. En particular, el ejemplo nos permite ver que hay muchas
situaciones en las que no es deseable tomar Sy, ) = R,(s) (de hecho, el tnico de los
modelos anteriores en el que se satisfacia esta propiedad, MO, es el inico para el que no
hemos podido encontrar una interpretacion adecuada en el contexto de nuestro ejem-
plo, a pesar de que, inicialmente, lo planteamos como el candidato mas “natural”). No
obstante, podemos observar que una condicion que si satisface cada uno de los mode-
los anteriores es que S(, 5 C Rq(s). Esta es una propiedad que en la mayoria de los
contextos podriamos considerar “bastante natural”, dado que, en ausencia de esta, un
agente podria asignar probabilidades positivas sobre hechos que no considerase posi-
bles. Podria decirse que un agente que asigna probabilidades positivas a hechos que
considera imposibles es inconsistente; por lo tanto, bautizaremos esta propiedad como
CONS (de consistencia).

| Definicién 4.4. CONS. Decimos que un modelo de Kripke probabilistico satisface
la propiedad CONS si para todo a € A y s € S, se tiene S(q5) C Ra(s).

OJ

Obsérvese que esta propiedad no implica s € S(, ), es decir, un agente no tiene por
qué considerar que el estado en el que se encuentra forme parte del espacio muestral en
su asignacion de probabilidad. Si bien esto puede parecer también un tanto extrano, hay
situaciones en las que puede resultar apropiado. Para una discusiéon mas pormenorizada
de este tipo de situaciones, referimos al lector al articulo de Halpern y Fagin [3] y a las
fuentes que estos citan en el mismo en relacién con esta cuestion.

Otra propiedad que podriamos considerar deseable en ciertas situaciones es que
las distribuciones de probabilidad sean “objetivas”, es decir, que sean compartidas por
todos los agentes; esto es apropiado en muchas de las situaciones tipicas que se estudian
en teoria de juegos, donde los “jugadores” deben conocer comunmente un conjunto de
hechos para que el “juego” tenga sentido. Regresando al ejemplo anterior, un motivo
posible para considerar que el modelo M2 es “mas adecuado” que el modelo M1 para
representar la situacion tras el lanzamiento de la moneda seria precisamente este: si,
ademas de las asignaciones de probabilidad del nodo a, consideramos también las del
b, no tendria ningin sentido que este siguiese asignando probabilidad 1/2 al evento “se
ha realizado la accién Act”; por lo tanto, si queremos hacer coincidir las asignaciones
de probabilidad de ambos nodos, en principio pareceria que este es el modelo que
deberiamos elegir para representar la situacion.

| Definicién 4.5. OBJ. Decimos que un modelo de Kripke probabilistico satisface
la propiedad OBJ si se tiene 11, o) = Il 5) para todo s € S y a,b € A,

O

Otras propiedades que pueden ser naturales en ciertos contextos tienen que ver

con la relacion entre estados y asignaciones de probabilidad. Por ejemplo, podria in-
teresarnos imponer que la asignacion de probabilidad de un agente a sea la misma en
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todos los estados que el agente considera posibles desde un estado dado. Llamemos
SDP (Space Determined Probability) a esta propiedad.

| Definicién 4.6. SDP. Decimos que un modelo de Kripke probabilistico satisface
la propiedad SDP si para todo a € A y s,t € S, si Ryst entonces I, 5 = g y).

0J

De los tres modelos de nuestro ejemplo anterior, solo MO satisface SDP. No
obstante, M1 y M2 satisfacen una llamada uniformidad que, como veremos ahora,
puede considerarse en cierto sentido como una relajaciéon de SDP.

| Definicién 4.7. UNIF. Decimos que un modelo de Kripke probabilistico satisface
UNIF si para todo a € A, s,t €5, sit € S(as) entonces I, ) = I, y).

O

Una forma de interpretar esta propiedad es que, si bien la asignacién de proba-
bilidades para un agente a no es la misma en todos los estados que considera posible,
al menos es posible particionar R,(s) de forma que, para cada conjunto 7" en la parti-
cion, todos los estados s en T' tengan una misma asignacion de probabilidades de tal
forma que el espacio muestral S, asociado a dicha asignacion es el propio conjunto
T. No obstante, esta interpretacién solo puede hacerse si, ademés, también se satisface
CONS (de lo contrario, no podemos asegurar que S, ) C Rq(s)).

Proposicion 4.1. Sea M un modelo de Kripke probabilistico satisfaciendo CONS y
SDP; entonces, M satisface UNIF.

Demostracion. Sean a € Ay s,t € S arbitrarios tales que ¢t € S(, ). Por CONS,
S(a,s) € Ra(s), y, por lo tanto, t € R,(s); por SDP, esto implica que I, = I,
en particular, Sy, ) = S(ay)-

| 0.£.D.
OJ

Una tltima propiedad, de caracter mas técnico, que podriamos pedir a un modelo
es que todos sus conjuntos sean medibles; esta propiedad, como ya mencionamos en la
observacion 4.1, simplifica de diversas formas los razonamientos probabilisticos.

| Definicién 4.8. MEAS. Decimos que un modelo de Kripke probabilistico satisface
MEAS si para todo a € A, s € S y ¢ € LPx, el conjunto S (p) es medible

(S(a,S)(‘P) € Ql(a,S))
O

| Definicién 4.9. PMEAS. Decimos que un modelo de Kripke probabilistico satis-
face PMEAS si para todo a € A, s € S yp € At, el conjunto S, (p) es medible.

OJ
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No es dificil comprobar que si un modelo satisface PMEAS, entonces todas las
férmulas puramente proposicionales definen conjuntos medibles. No obstante, no estéa
claro que esto sea asi para proposiciones con componente modal o probabilistica. A
continuacién proporcionamos una condicién suficiente para MEAS.

Proposicion 4.2.  Sea M un modelo satisfaciendo PMEAS, CONS, OBJ y UNIF.
Entonces M satisface MEAS.

Demostracion. Procedemos por induccién estructural sobre las formulas de LPy. Que-
remos probar que S, () es medible, para todos a € A, s € Sy ¢ € LPx. El caso
base (p € At) se tiene por hipétesis, y los casos para los operadores proposicionales se
comprueban facilmente.

Operador modal. Sea ¢ tal que S5 (p) es medible para todoa € Ay s € S.
Las propiedades CONS y OBJ juntas implican que para cualquier par de agentes a, b,
Stas) = Sp,s) € Ru(s). De aqui se sigue que S, (Ks(¢)) 0 bien es S, o bien es el
vacio (si Ky se tiene en algiin estado de Sq5) = Sp,s) € Re(s), entonces por definicién
de Ry(s) se tiene en todos); en ambos casos es medible.

Operador probabilistico. Sean 1, ..., ¢ tales que en todos los casos el conjunto
S(as)(¢i) es medible, para todo a € Ay s € S. Dado b € A arbitrario, tenemos que
probar que la férmula ¢ = Q1Pry(¢1) + ... + QpPry(¢r) > @ define un conjunto
medible Sq, 4 (¢) para a € Ay s € S arbitrarios. Semanticamente, M.t F ) <=
Q1 Prp (1) + ... + QuPripy(¢r) > Q. El lado izquierdo de la desigualdad anterior
es un valor numérico que depende de la distribucién de probabilidad para el agente
b en el estado t; denominémoslo Py4. Entonces t € S, (1) siy solo sit € Sy ¥y
Py > Q. Ahora bien, por UNIF tenemos que si t € S, ), entonces I, 5 = I, );
en particular, esto implica que a todos los estados t € S(, ) les corresponde la misma
asignacion de probabilidades. Por lo tanto, Py, > @ se tiene en un estado ¢ si y solo
si se tiene en todos, o lo que es lo mismo, o bien S, () = S(a,s) 0 bien Si, () = 0.

| 0.£.D.
OJ

Antes de pasar a otro orden de cosas, presentamos una ultima propiedad de in-
terpretacién interesante que no se satisface en general, pero si bajo ciertas condiciones.
Dicha propiedad suele conocerse como “principio de Miller”, y representa una limita-
cién que se podria considerar natural sobre qué férmulas con probabilidades de orden
superior (probabilidades sobre probabilidades) son ciertas. En particular, el principio
de Miller puede expresarse a través de la siguiente desigualdad:

Pro(¢) > b Pry(Prq.(p) > b) (4.3)

Proposicion 4.3. UNIF y principio de Miller. Sea M un modelo satisfaciendo
UNIF. Entonces M satisface el principio de Miller.

Demostracion. Sean s € S, a € A, p € LPx y b € Q arbitrarios. Queremos probar:
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M, sE Pry(¢) > bPry(Pry(e) > b)

O lo que es lo mismo,

Prgs) () > bPris(Prqy(e) > b) (4.4)

Recordemos que las expresiones de la forma Pr, 4 son un abuso de notacion
(a,5)\P

Tratemos de caracterizar el conjunto Sa.s)(Prqe(¢) > b). Este es el conjunto de los
estados t € S(44) tales que M,t E Prq(p) > b. Ahora bien, por UNIF, t € S, ) =
He,s) = Hay), por lo que si Prq(p) > b se tiene en algin estado t € S, ), entonces se
tiene en todos. Es decir:

Pras)(9) > b= Prq(Prq(p) >b) =1

Prgs(p) <b= Pryq(Pr.(p) >b) =0
En ambos casos, la desigualdad 4.4 se sigue de forma inmediata.
| 0.£.D.
OJ

Concluimos esta seccion, y este capitulo, con la generalizaciéon de una nocién
importante que presentamos en el capitulo 2, a saber, el concepto de bisimulacién. Se

trata en este caso de una generalizacion del concepto presentado en el articulo de Kooi
[4].

| Definicién 4.10. Bisimulacion en LPx. Sean M y M’ dos modelos de Kripke
probabilisticos, cuyos componentes se notardn respectivamente sin y con apdstrofe (por

ejemplo: S y S" serdn los respectivos conjuntos de estados). Una relacion R C S x S’
(no vacia) se dird bisimulacion si, dado (s,s') € S x S" ya € A, Rss' implica:

] Atomos, Ida y Vuelta. Mismas propiedades que en 2.7.
» P-Ida. Dado un conjunto E C S, existe ' C SEM,) tal que

PT*(%S)(E) S PT‘;(G’S/)(E/>

Vi'e E',3te E: (t,t') e R

s P-Vuelta. Dado un conjunto E' C SEa o) emiste 2 C S(q.) tal que

P?“;(a,s,)(El) S PT*(a,S)(E)
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Vie E,3t e E': (t,t') e R

Aligual que en la version no probabilistica, indicamos que eziste una bisimulacion
entre los estados M,s y M',s" con la notacion (M, s)«—(M',s').

O

Comprobemos que el concepto anterior de bisimulacién es adecuado, en el sentido
de dos estados bisimilares satisfacen férmulas equivalentes.

Proposicion 4.4.  Equivalencia de modelos bisimilares en LPx. Sean (M, s)«—(M', s).
Entonces, para cualquier ¢ € LPx, se tiene M, s E ¢ si y solo si M',s' E ¢ (es decir,
M, S =P .]\4/7 S/).

Demostracion. Procedemos por induccion estructural sobre las féormulas de LPx. El
caso base y los casos no probabilisticos se demuestran como en 2.1. Solo tenemos que
demostrar, pues, el paso de induccion para el operador probabilistico.

Sean 1, ..., ¢y, satisfaciendo que, si M, ty M’ t’ son bisimilares, entonces M, t E ¢;
siy solosi M',t' E ¢, Vi € {1, ..., k}. Queremos probar que M, s E Q1Pr,(¢1) + ... +
QrPrq(pr) > Q siysolosi M',s' EQ1Pr,(p1) + ... + QpPry(pr) > Q. Para aliviar la
notacion en esta prueba, denotaremos E; := S, () v B} := SEa,s)(%‘)- En particular,
si demostramos que Prs)(Ei) = Pri, . (E]) para todo i, es facil ver que se sigue el
resultado. Establecemos dos subobjetivos:

1) Pris(Ei) = Pri, (E)
II) PT’*(a,S)(Ei) < PT;(Q,S/)(EZ{)

Demostramos solo el primero, que hace uso de la clausula P-Ida; el segundo es
analogo pero con la clausula P-Vuelta.

E; C S, Por bisimilitud de M, s y M',s’, y por la clausula P-Ida, sabemos
que existe G C SEW,) satisfaciendo:

PT*(a78)(Ei) S PT‘;( (G;)

a,s’)

V' e Gt € G, (t,t') e R

Para probar nuestro subobjetivo nos bastarfa ver que G} C E!, es decir, Vt' €
G, M’ t' E ;. Ahora bien, dado que nuestra ¢; satisface la induccién, y que existe t €
E; tal que los estados M, ¢y M’ ¢ son bisimilares (por la segunda parte de la cldusula
anterior), esto equivale a ver que M,t F ;. Pero M, t F ¢; porque t € E; = Sy (i)

| Q..D.
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5. Loégica epistémica probabilistica con
anuncios publicos

5.1. Idea y motivacion

Las principales motivaciones filoséficas para introducir tanto elementos dinami-
cos (anuncios publicos) como probabilisticos en nuestro lenguaje ya se han cubierto
por separado en los capitulos anteriores, y no es dificil concebir cémo una combina-
ciéon de ambos proporciona un sistema todavia mas rico, tanto teéricamente como de
cara al objetivo practico de “modelar situaciones de la realidad”. Una posible forma
de ampliar nuestra apreciaciéon de estas motivaciones seria planteando ejemplos mas
concretos de aplicaciones del formalismo. En este sentido, las herramientas de la légica
epistémica dindmica se prestan de manera especialmente conveniente, como veremos
en algunas ilustraciones basicas de este capitulo y el siguiente, al desarrollo y anélisis
de protocolos de comunicacion en sistemas distribuidos; un subconjunto interesante de
estos cae bajo la sugerente etiqueta de “pruebas de cero conocimiento” (zero-knowledge
proofs). La idea informal de este tipo de protocolos es, basicamente, que permitirian
a un agente D (demostrador) probar a un agente V (verificador) que conoce un valor
satisfaciendo una determinada propiedad sin tener revelar a V' este valor o informacién
adicional sobre el mismo (de la que no dispusiera ya V' de antemano)!; un estudio més
en profundidad de esta idea puede encontrarse en el articulo Unifying Zero-Knowledge
Proofs of Knowledge de Maurer [13]. El lector familiarizado, por ejemplo, con los prin-
cipales protocolos criptograficos de clave publica podra reconocer en lo que acabamos
de describir la idea basica que hay tras cualquiera de estos; asimismo, reconocera tam-
bién que existe cierto trasfondo probabilistico? que permite justificar teéricamente la
solidez de estos protocolos.

Por otra parte, debido a la heterogeneidad de la 1égica modal (y sus diversas
vertientes e hibridaciones con otros tipos de légicas) como campo de investigacion, es
comun encontrar tal diversidad de propuestas a la hora de unificar varios conceptos que,
no sin cierta ironia, en conjunto contribuyen todavia mas a mantener la heterogenei-
dad del campo. En este capitulo hacemos la principal propuesta “original” de nuestro
trabajo (hasta donde nosotros sabemos, no ha habido trabajos anteriores proponiendo
exactamente el mismo enfoque): se trataria de nuestra propia propuesta para unificar

I'De hecho, va més alld que esto: para que una prueba sea realmente de cero-conocimiento, tiene que
satisfacer también la propiedad de que, si un observador externo O presenciase la interaccién completa
entre V' y D, no quedaria convencido de nada; esto suele formularse como “el historial de transacciones
del protocolo puede ser simulado por un unico agente fraudulento”, e, intuitivamente, esto puede
comprenderse mejor imaginando una situacién hipotética en la que el verificador y el demostrador
en realidad estarfan “compinchados” para tratar de probar su posesién de una informacién, que en
realidad ninguno de ellos tiene, a un tercero.

2En este caso, tiene que ver con la inviabilidad computacional de adivinar el valor de la clave
privada a partir de la clave piblica. Otra forma de expresar esto es que la probabilidad de calcular
la clave privada a partir de la clave publica por métodos computacionales conocidos y en un tiempo
“razonable” es infima.

33
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la 16gica epistémica probabilistica de Halpern y Fagin [3], expuesta en el capitulo ante-
rior, con la légica epistémica dindmica de anuncios piblicos que hemos expuesto en el
capitulo 3, generalizando la propuesta de Kooi [4] (como veremos, esta tiene grandes
limitaciones en cuanto a los espacios probabilisticos que se pueden considerar).

5.2. Preambulo: la propuesta de Kooi

Antes de introducir nuestra propuesta, presentaremos brevemente la de Kooi pa-
ra que el lector pueda observar claramente los paralelismos entre ambas, asi como los
conceptos mas importantes que hemos tomado de esta, y también los que hemos deci-
dido descartar. Como siempre, empezamos definiendo el nuevo lenguaje y la semantica
sobre la que se interpreta.

| Definicién 5.1. FEl lenguaje LPr( jeooi- Pado un conjunto finito de agentes A y
un conjunto numerable de proposiciones atomicas At, definimos el lenguaje epistémico
probabilistico con anuncios piblicos LPx(,., (A, At) con la siguiente BNF:

01

pru=plogl e A | Kap | [erea | > QuPra(er) = Q (5.1)
k=1

Conpe At ya € A.
O

Para interpretar las formulas de LPxyj ., ., Kooi introduce una nocién simplifica-
da de los modelos de Kripke probabilisticos; nosotros lidiaremos con esto de una forma
ligeramente distinta, aunque totalmente equivalente, en aras de la consistencia con el
resto de nuestro trabajo.

| Definicién 5.2. Semdntica de LPx( 1 reooi- Sea M = (S, R, V. II) un modelo de
Kripke probabilistico con agentes A y dtomos At, y cuya asignacion de probabilidades
satisface, ademds, que para cada par agente-estado, el o-dlgebra asociada es U, ) =
P(S(a,s)) (el “o-dlgebra discreta”); la verdad de una férmula en LPxy),.. . se interpreta
segun las siguientes clausulas semdnticas:

M,skEp sit s€V(p), pe At

M,sF —p st M,sF ¢

M,sFE oAy st M,sEoy M,sEY (5.2)
M,sFE K,p sti Para todot e S: Ryst= M,tF ¢ '
M, s E [p]i sii M, sFE

M,sE Z?k:o) QkPra(Spk) >Q su ZZ:O Qkpr(a,s)(s(aﬁ)(%pk)) >Q

Donde:
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= La restriccion por una formula ¢ de un modelo de Kripke probabilistico M se

define como M, := (S, R', V', II'), con 1T, s := (S, 4+ P(S(4.5)): PT{as), donde

S =9
Ry = {(s,t) € Ry | M, t F }
V=V
S, — S(a s) St P(M)(gp) =0
(a:6) Slas)( en otro caso

P(B) ::{ as)(E) $i Plawy() =0

P, o (E
PasB@)  oh otro caso
P(a,s)(‘ﬂ)

= Clualquier otra notacion que se haya definido en otro capitulo se define aqui de
la misma forma.

O

Observacion 5.1. El lector podra apreciar de inmediato bastantes diferencias entre
las filosofias de la propuesta anterior y las que hemos estado haciendo a lo largo del
resto de nuestro trabajo. Para empezar, no es dificil percatarse de que la familia S5 no
es cerrada bajo la operacién de restriccion tal y como aparece en esta propuesta; en
efecto, no es dificil encontrar ejemplos de modelos en &5 cuyas restricciones segin esta
definicién ya no estan en §5. En particular, esto hace que el enfoque de Kooi no sea del
todo adecuado para tratar situaciones epistémicas; de hecho, si nos fijamos solo en la
parte no probabilistica de esta definicién de restriccién, vemos que coincide con la que
propone van Ditmarsch [1] en la seccién 4.9 de su manual, donde discute precisamente
sobre cémo se podria relajar su concepto de anuncio ptublico para adecuarlo mejor a
modelos doxasticos.

Un aspecto de esta propuesta que podria verse como positivo es que nos permite
prescindir de la medida interior para la clausula semantica del operador probabilistico,
que algunos lectores podrian considerar un tanto poco natural. No obstante, esto ocurre
a costa de una gran pérdida de generalidad, dado que lo que asegura que todos nuestros
conjuntos sean medibles es que en todas las asignaciones de probabilidad se usa el “o-
algebra discreta”.

Finalmente, otro de los aspectos que podrian considerarse problematicos en esta
propuesta es que la actualizacién de la asignacién de probabilidades en el caso de que la
probabilidad de la férmula anunciada sea 0 no es del todo natural; de hecho, el propio
Kooi discute esta cuestién brevemente en su articulo. En la propuesta que ofrecemos
en este capitulo hemos tratado de dar un sentido algo mas natural a lo que ocurre en
este caso.

OJ

Kooi demuestra que su concepto de restriccion esta bien definido en el siguiente
sentido:
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Proposicion 5.1.  Si M, s es un modelo de Kripke probabilistico en las condiciones de
la definicién 5.2, entonces M), s también lo es.

OJ

Nuestro reto, por tanto, es ofrecer una propuesta para la restriccion que generalice
a la anterior en el ambito probabilistico, que mantenga el caracter epistémico de los
modelos en el &mbito modal, y que esté “bien definida” en el sentido de la proposicion
anterior. En particular, un aspecto que si nos parece fundamental preservar en nuestra
propia propuesta es la forma en la que se actualiza la funcién de probabilidad, dado
que se corresponde con la definicién clésica de probabilidad condicionada [5]:

P(XNY)

P(X|Y):= B3

5.3. Sintaxis y semantica (de nuestra propuesta)

Las férmulas de nuestro lenguaje L£Px() se definen de la misma forma que en 5.1;
la principal diferencia esta en su dimensién seméntica.

| Definicién 5.3. Semdntica de LPkp. Sea M = (S, R, V,1I) un modelo de Kripke
probabilistico® con agentes A y dtomos At. La verdad de una férmula en LPxp se
interpreta segun las siguientes clausulas semdnticas:

M,skEp sit. s € V(p), p€ At

M,sFE —p st M,sF ¢

M,sE@ANY sit. M,sE@py M,sEY

M,sE Kyp sit Paratodot e S: Ryst= M,tEp (5:3)
M, s F [p]p sii. M,skF o= My, sE (%)

M, s E 3 o) QePra(er) = @ sit 3o QkPratas)(Sas)(pr) = Q

Donde:

» La restriccion por una formula ¢ tal que de un modelo de Kripke probabilistico M
se define como M, := (S', R', V', II'), con H,(a,s) = (Séavs)ﬂl’(a’s), Préa7s)>, donde

3Como discutiremos més adelante, en realidad permitiremos también que la parte probabilistica
sea el “espacio cuasi-probabilistico” resultante de considerar un “espacio muestral vacio”.
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S = S(p)
R :=R,N (5" x5
Vii=vnys
o S(a,s)(©) si Pr, 3(¢) >0
(a:6) * 0 €.0.c.
P {E(p) | E € A} si Pri, 3(¢) >0
(@) {0} e.o.c
1 st B = S(a,s)(go)
Prlyy(B) = {0 si B =0
Prz‘ays)(E)
P @) e.0.c.

» La notacion ( *) en el punto anterior indica que se trata de la medida exterior (no
confundir con la medida interior, indicada con la notacion ( .)). Esta se define
andlogamente a la medida interior:

P?“Eka7s)(G) = inf{Pr(M)(E) ’ E e Q((a,s)a E 2 G}

s Cualquier otra notacion que se haya definido en otro capitulo se define aqui de
la misma forma.

OJ

Nota 5.1.  Con la definicién de restriccién anterior, pueden producirse casos degenera-
dos en los que S{, , = (). En estos casos, se entenderd que Pr(, ,(#) = 0, y no 1. Si bien
esto va en contra de una de las propiedades tipicas de las funciones de probabilidad, a
saber, que PTEa,s)(SEa,s)) = 1, nos parece un “parche” preferible a la otra posibilidad,
dado que esta produciria problemas todavia més extranos en su interaccion con la pro-
piedad de aditividad numerable (un ejemplo: 1 = Pri, (0) = Pr{, ,(0L0) = 1+1 = 2).
Ademas, como discutiremos mas abajo, también nos parece una solucién mucho més
filos6ficamente coherente.

En particular, a partir de ahora nos tomaremos la licencia de decir que la terna
(0, {0}, P =: Ty, donde P? es la funcién que asigna al conjunto vacio el valor 0, es
un “espacio probabilistico”.

OJ

Antes de alabar las virtudes de nuestra propuesta, comprobemos que, efectiva-
mente, satisface la propiedad de buena definicién deseada:
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| Teorema 5.1. La restriccion de un modelo probabilistico es un modelo
probabilistico. Dado M = (S, R, V,1I) modelo de Kripke probabilistico y ¢ € LPxy,
la restriccion M, tal y como aparece en la definicion 5.5 sigue siendo un modelo de
Kripke probabilistico.

Demostracion. En los casos en que PrE“a S)(go) = 0 (y, en particular, en los casos en
que I, = Ilp), esto se tiene trivialmente. Para el caso general:

Hay que comprobar tres puntos:

1) Sl CS

a,s) =

1) A, ) es un o-dlgebra sobre S, .

1) Pr, . es una funcién de probabilidad sobre ([, ), S, ,))-

El primer punto es obvio, solo lo hemos incluido en la enumeracién para que
figure que no lo hemos olvidado. Probemos los dos puntos restantes.

Prueba del punto II. Tenemos que comprobar tres condiciones:
= Conjunto unidad. 5, ,, € 2,
» Cerrada bajo complementario. Si F € 2[’(a 5+ entonces SEa 9 \E € Q[’(a 9

» Cerrada bajo unién numerable. Si {£;}3°, es una sucesién de conjuntos en
/ oo !
A, o) entonces U2, B € A,

Conjunto unidad. Dado que S(,5) € 2(q,5) €n todos los casos y S(, ;) = S(a,s) (),
tenemos el resultado.

Cerrada bajo complementario. Sea E € Q[’(M). Entonces E = G(yp) para
algin G € A, ). Afirmamos que (S(as) \ G)(¢) = S5 () \ G(p), ¥ con esta afirma-
cién tenemos el resultado, pues Sy, \ G € U(qs) por las propiedades del o-dlgebra.
Justificamos esta afirmacion en la forma de un lema:

Lema 5.1.  Sea 2A un o-algebra (no trivial) asociada a algtin par agente-estado en un
modelo de Kripke probabilistico, sean A, B € 2, y sea ¢ € LPxy). Entonces (A\B)(p) =

A(p) \ B(p).

Demostracion. Escribimos la definiciéon de ambos conjuntos:

(A\B)(p) ={s€Als¢ By M,skyp}=(1)

Alp)\ B(p) ={s€ A|s¢€ B(p)y M,sF ¢} =:(2)

Claramente la condicién s € B es mds restrictiva que la condicién s € B(yp), de
modo que (1) C (2). Para ver la contencién contraria, consideremos s € (2); para ver
que s € (1), tenemos que comprobar que s ¢ B. Sabemos que s € B(y), de modo que
la tinica forma de que s € B es que s € B\ B(y). Pero s € B\ B(p) = M,s ¥ ¢, lo

4Con esto queremos decir que es algo méas que el conjunto {(}.
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cual contradice el hecho de que s € (2); por lo tanto, concluimos que s € B, y por lo
tanto (2) C (1).

| 0.£.D.
0J

Unién numerable. Sea {E;}°; una sucesién de conjuntos en 2{, . Enton-
ces, para cada uno de ellos, existe G; € (4 tal que G,;(¢) = E;. Veamos que

(Uf; Gi)(p) = Ufil Gi(y):

sE(UGi)(cp)@SEUGin,SIZgO@EIit.q.SEGin,SIZgo
i=1

=1

& Jitg s €Gi(p) & se UGi(SD)

i=1

(En las lineas anteriores cuando hemos escrito 3¢ se ha sobreentendido que i €
{1,2,3,...}.)

Con esto tenemos el resultado, y con esto acabamos de probar también que Ql’(a’s)
es un o-algebra.

Prueba del punto III. Tenemos que comprobar tres condiciones:
/ ! _
= Pri,(E) >0 para todo £ € 2],

» Aditividad numerable. Sea {E;}3°, una familia de conjuntos disjuntos en
Rl entonces Pri, (U Bi) = 2220 Prig o (Ei)

Las dos primeras propiedades son obvias a partir de las definiciones. Para ver la
“propiedad dificil” (aditividad numerable) basta comprobar que para { E;}$2, disjuntos
2 a 2 se tiene

PT?CMS)(U EZ) = Z Pr?a,s)(Ei)
i=1 =1

Para probar la igualdad anterior, haremos uso de una serie de lemas auxiliares
que probaremos a continuacion:

Lema 5.2. Sean 2A un o-édlgebra (no trivial) asociada a un par agente-estado en un
modelo de Kripke probabilistico, ¢ € LPxy), &' la restriccién (no trivial) de 21 a ¢,
E e yGe tal que E C G. Entonces existe G € 2 tal que G C Gy G(p) = E.

Demostracion.  Si G(y) = E, tenemos el resultado tomando G = G. Supongamos
ahora que G(¢) 2 E. Entonces G(¢) = EUK con K = G(p) \ E € %, . Por lo



60 CAPITULO 5. LOGICA EPISTEMICA PROBABILISTICA DINAMICA

tanto, existe L € RU(,,s) con L(p) = K. Entonces, utilizando el lema 5.1, tenemos que
G = G\ L satisface las condiciones del lema.

| 0.£.D.

OJ

Lema 5.3. Sea 2 un o-dlgebra (no trivial) asociada a un par agente-estado en un
modelo de Kripke probabilistico, ¢ € LPx;j, A’ la restriccion (no trivial) de 2 a ¢,

sean {F;}2; conjuntos en A’ disjuntos 2 a 2, y sea G € A tal que G(p) = U2,
Entonces existen G; € U tales que G;(p) = E;, los G; son disjuntos 2a 2,y | J;, G; C G.

Demostracion. Empezamos tomando GY € 2 para cada i de forma que GY(p) = E;
(esto se puede hacer por la definicién de 2A’). A partir de estos construiremos otros
conjuntos que satisfagan las condiciones del lema.

Primero, para asegurar que los conjuntos finales estaran todos contenidos en G,
tomamos G} = GY N G. No es dificil comprobar que (AN B)(y) = A(p) N B(p), y por
tanto G}(¢) = E;.

Ahora, para asegurar que son disjuntos 2 a 2, tomamos:

G, =Gl
Gy = G3\ G

k-1
Gy = G\ (U G})
i=1

Dichos conjuntos son claramente disjuntos, siguen estando contenidos en G y, en
todos los casos, por el lema 5.1, se comprueba que G;(¢) = E; (aqui es donde se usa
que los E; son disjuntos 2 a 2, pues gracias a esto tenemos que Ej \ Uf;ll E;,=FE;en
todos los casos). Esto prueba el lema.

| 0.£.D.
OJ

A partir de los dos lemas anteriores, se justifican todos los pasos que daremos a
continuacién, teniendo ademads en cuenta la monotonia de la funcién de probabilidad
y la siguiente observacién: sea A un subconjunto acotado inferiormente de R (por lo
tanto tiene infimo en R), y sea A" C A tal que Va € A,3d’ € A’ : @’ < a; entonces,
inf A=1inf A’ Los pasos en cuestién son los siguientes:
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Pri, (U E) = inf{Pruy(G) | G 2| JEi, G € Yo n)} =
=1 =1
inf{PT(a7S)(G) | G e 22'[(a,s)v G(SO) = U Ez} =

inf{Prs((JGi) | Gi € U(a), GiN G =0 si i # j,Gilp) = Eri € {1,2,3,..}} =

i=1

mf{ZPras )| Gi € o), GiNG; =0 sii # j,Gi(p) = Eji € {1,2,3,..}} =
(s mf{ZPras) )| Gi € Uias), Gilp) = Eiyi €{1,2,3,..}} =

Z{Prus ) | Gi € Aoy, Gilp) = Ei} = ZP”S

El paso (*) utiliza la aditividad numerable de la P

El paso (**) estd justificado porque, haciendo una construccion similar a la del
lema 5.3, podemos encontrar siempre conjuntos disjuntos que, por lo demds, satisfagan
las mismas propiedades.

Con esto tenemos el resultado, y terminamos también de probar el teorema.

| 0.£.D.
OJ

Ahora que ya hemos visto que efectivamente nuestra propuesta “funciona”, vamos
a tratar de enumerar sus principales puntos fuertes en comparacién con la propuesta
original de Kooi. Para empezar, la principal ventaja que podemos observar es que
no requiere de ningun tipo de condicién sobre los modelos de Kripke probabilisticos,
lo cual significa una generalizacién enorme de la misma. Adema&s, nuestra propuesta
si preserva el cardcter epistémico de los modelos, dado que, al menos en lo que a la
parte modal se refiere, la definicién es idéntica a la presentada en 3.2; esto la hace
mucho méas adecuada para lidiar, en principio, con el tipo de situaciones que se suelen
tratar en el campo de la légica epistémica dindmica

Otra ventaja importante que observamos en nuestra propuesta es su tratamiento
de las “actualizaciones con probabilidad nula”. En la propuesta de Kooi, la consecuencia
de actualizar con una férmula ¢ de probabilidad 0 es que la parte probabilistica del
modelo permanece igual que antes; esto podria considerarse una solucién sencilla a
los problemas derivados de dividir por 0 que aparecerian de otra forma, pero que,
filos6ficamente, no tiene una justificacion del todo sélida. Nuestra propuesta tampoco
es filoséficamente impenetrable, pero creemos que se le puede dar una interpretacion
algo mas satisfactoria: ante el anuncio ptiblico de una férmula cuya probabilidad es 0, la
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asignacién de probabilidad actualizada es la “vacia”®. En cierto modo, esto es “andlogo”

a transformar un modelo de Kripke probabilistico en uno puramente modal, dado
que la parte probabilistica deja de aportarnos informacion 1til; este comportamiento
puede considerarse coherente, dado que, si bien la actualizacién con una férmula de
probabilidad 0 “no tiene sentido” desde un punto de vista probabilistico, si puede
tenerlo desde un punto de vista modal.

No obstante, también reconocemos que esta forma de lidiar con las actualizaciones
de probabilidad nula puede tener efectos secundarios no deseados, aunque en nuestro
trabajo no hemos podido detectar ninguno; el tnico problema que si hemos podido
predecir tiene que ver con las perspectivas de proporcionar una axiomética completa
para este sistema generalizando los axiomas “tipicos” ya conocidos; de esto hablaremos
en el capitulo 7. En este trabajo tratamos la parte axiomatica de manera muy superficial
y especulativa, de modo que no podemos pronunciarnos definitivamente sobre esto; no
obstante, al menos en calidad de conjetura, proporcionamos algunas intuiciones sobre
posibles modificaciones a dichos axiomas que nos permitan reutilizarlos en este nuevo
sistema. Sobre esta cuestion, por lo tanto, solo puedo sugerir mayores esfuerzos de
investigacion en el futuro.

Un ultimo apunte que queremos dejar por escrito sobre nuestra propuesta tiene
que ver con los motivos para el uso selectivo de la medida exterior en algunas partes de
la misma. El motivo principal es técnico: el lector que haya seguido las demostraciones
anteriores podra comprobar que “nada funcionaria” si se estuviese utilizando la medida
interior en la definicién de la medida de probabilidad actualizada. No obstante, es cierto
que la decision de actualizar la parte probabilistica del modelo con la “asignacion vacia”
cuando Pr@s) (p) = 0 es algo mas arbitraria, y aqui si podriamos haber elegido utilizar
la medida interior. Se pueden proporcionar argumentos técnicos a favor y en contra de
ambas opciones; en nuestro caso, la razén por la que nos hemos acabado decantando
por utilizar la medida exterior es que esto nos permite hacer razonamientos como en
el ejemplo 5.4.2 que veremos méas adelante.

5.4. Algunos ejemplos ilustrativos

5.4.1. Ejemplo: Ali Baba y los n ladrones

Antes de estudiar méas propiedades de este nuevo formalismo, trataremos de po-
nerlo en practica con un ejemplo cldsico en el area de la criptografia; en particular,
se trata de una ilustracién de la idea de prueba de conocimiento cero presentada por
Jean-Jacques Quisquater [14] en la forma de un “cuento para ninos”, donde los sucesi-
vos éxitos en los atracos de unos ladrones a Ali Babé constituyen una prueba de cero
conocimiento de que o bien su mala suerte es de magnitudes césmicas, o bien existe un

5Mis ain: segin una interpretacién filoséfica radical, ante la actualizacién con una férmula de
probabilidad 0, podria considerarse, por analogia con ez falso quodlibet, que el nuevo espacio muestral
seria “el conjunto de todas las cosas posibles e imposibles”, un conjunto tan inconmensurablemente
enorme que no puede expresarse matemdéticamente.
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pasadizo secreto en la cueva®.

Ejemplo 5.1. Ali Baba y los n ladrones. Ali Baba se encontraba un buen dia
paseando por el bazar de Bagdad cuando, de improvisto, noté un tirén en el brazo:
un ladron le habia robado su bolso y se habia dado a la fuga. Inmediatamente, Ali
Baba empezo a correr tras él; lo persiguié y lo persiguié hasta que, finalmente, lo vio
esconderse en una cueva. Ali Baba trato de seguirlo alli, pero, poco después de entrar,
se dio cuenta de que la cueva se bifurcaba, y no habia alcanzado a ver cudl de los
dos caminos habia tomado el ladrén, de modo que decidié seguir uno de ellos al azar.
Al llegar al final del camino y ver que el ladrén no estaba alli, simplemente penso:
“Diantres, debo haber tenido mala suerte. Habra tomado el otro camino.”

Al dia siguiente, de nuevo mientras paseaba tranquilamente por el bazar, otro
ladron le robd su nuevo bolso a Ali Baba, y, de nuevo, se escondié en la misma cueva,
repitiéndose los acontecimientos del dia anterior; cuando, de nuevo, Ali Baba se en-
contré con que el ladrén no estaba al final del camino que habia elegido, pensé una vez
mas: “jDiantres! Debo haber tenido mala suerte otra vez. A ver si manana, y durante
los préximos (n — 2) dias, no me pasa esto de nuevo.”

Pasaron n dias, y, con ellos, fueron n los ladrones que robaron su bolso a Ali
Baba, refugiandose después en la cueva y desapareciendo siempre misteriosamente.
Cada vez que ocurria esto, Ali Baba exclamaba: “jDiantres! jOtra vez debo haber
tenido mala suerte! ;Y qué mal estan las calles ultimamente!”. Pero, con cada dia
que pasaba, aumentaban también sus sospechas de que en aquella cueva ocurria algo
extrano. De modo que, cuando llegd el dia n, tras su rutinario atraco, decidié explorar
detenidamente la cueva, y se percatd de que esta tenia una forma un tanto peculiar 5.1:
era cast como un donut, salvo por una delgada pared que separaba sus dos extremos.
Observando esta pared con algo més de detenimiento, se percaté de algo mas: a ambos
lados de la pared habia un pequeno teclado, un tanto anacrémico en el Siglo XII,
que permitia introducir cédigos de cuadro digitos en una pequena pantalla, y, junto a
este extrano aparato, una nota que decia: “;NO OLVIDAR: EL CODIGO ES 1234!”.
Las sospechas ya comenzaban a acumularse en la cabeza de Ali Babd, de modo que,
astutamente, decidié introducir estos mismos cuatro digitos en el teclado; de repente,
en la pared se abrié un pequeno pasadizo. Ali Baba comprendié finalmente por qué
aquellos ladrones siempre lograban escaparsele: aunque tomase el mismo camino que
ellos, los ladrones simplemente podian usar el pasadizo para salir por el otro.

Al dia siguiente, cuando el (n + 1)-ésimo ladrén entr6 en la cueva y traté de usar
el mismo truco, Ali Bab4 simplemente se quedd esperandolo fuera.”

Tratemos de modelar esta situacién en términos de nuestro lenguaje, LPx(). Mds
concretamente, nuestro principal objetivo sera representar el hecho de que, con las su-
cesivas iteraciones del atraco diario, Ali Baba considerara cada vez mas improbable la
posibilidad de que la cueva no tenga ningiin pasadizo oculto (tras la n-ésima iteracion,

6El ejemplo explora de forma més concreta muchas de las propiedades que ha de tener una prueba
para poder considerarse “de cero conocimiento”. Nosotros nos limitaremos, en un principio, a modelar
lo fundamental de la situacién.

"Siempre me he preguntado por qué no permanecié esperando fuera desde el principio, pero esa es
otra historia.
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Entrada

Camino B

Camino A

Pared / Pasadizo

Figura 5.1: Una representacién, no demasiado artistica, de la cueva de Ali Babd (o més
bien, de la cueva de sus atracadores).

Ali Baba considera que la improbabilidad de la situacion es lo suficientemente signi-
ficativa como para examinarla con més detenimiento). En particular, haremos uso de
las siguientes notaciones:

» Kl dtomo p representard la afirmacion “Hay un pasadizo secreto en la cueva”.

s Los atomos I, ..., I,,, ... representaran, respectivamente, las afirmaciones “Se han
producido al menos n atracos”.

= El atomo F representa la afirmacion “Se da al menos un intento de escape falli-
do”; su negacién, por tanto, representa el hecho de que el ladron logra escapar
exitosamente en todos los intentos.

Proponemos el modelo de la figura 5.2 para representar la situacién epistémica.
Para aligerar la notacién, hemos evitado escribir los casos en los que se tiene —1;; debe
sobreentenderse que, si no aparece explicitamente I;, entonces se tiene su negacion.
Formalmente el modelo se define como sigue (a, Ali Bab4, es el tinico agente):

» S:=S5°UStUST, con
o S0 :={s0ie{1,2 )}
o Sti={s;,ie{l,2,.}}
o ST :={5,ie{l,2,..}}

m R, =85x%x5

s Vp =5

o Vi, ={s],s5.5; | j = i}
1, =50

S(a,s?) = {S?}
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» Stas) = Sa,5) = 156 5i}
s = a5y = ({565}, {si}, {5}, 0}
= Pasy({si}) = Pasy({si}) = 3

Dicho modelo puede no parecer, en principio, la forma maés intuitiva de representar
la situacion. No obstante, podemos ofrecer una interpretacion sencilla para justificarlo:
al principio, cuando todavia solo ha sufrido un atraco, Ali Baba considera la posibilidad
de sufrir mas atracos similares en el futuro. Ademas, en cada caso, subdivide la situacion
en tres sub-casos adicionales: en el primero, la cueva tiene un pasadizo secreto (o, por
ser mas fieles a nuestra version del relato, “algo raro”, sea un pasadizo u otro “truco”
similar), y el ladréon siempre lograra escapar. En los sub-casos 2 y 3, no existe ningin
“truco”: el caso 2 representa, para cada nimero de “iteraciones”, la situacién en la
que el ladrén logra escapar en cada una de ellas; por otra parte, el caso 3 representa,
también para cada ntumero de iteraciones, el conjunto de todas las situaciones en las
que el ladron es capturado al menos en una de dichas iteraciones.

En este modelo, el hecho de que se produzca un nuevo atraco puede representarse
con el anuncio publico del 4tomo I; 1, donde ¢ es el nimero de atracos actuales (inicial-
mente, ¢ = 1); con cada anuncio de esta forma, el modelo restringido puede imaginarse
como el modelo resultante de eliminar los estados de la columna correspondiente. En
cualquiera de los estados del modelo inicial, se tiene:

1
M,S':Ka<p\/ (ﬁp/\Pa(—'F) < 5))

Con el segundo atraco, la férmula anterior puede ser sustituida por una maés
restrictiva:

M, sF [B|K, <p v (ﬁp A Py(—F) < }l))

En general, con cada atraco sucesivo obtenemos una probabilidad cada vez menor
en la segunda parte de la disyuntiva:

M, s E [L]..[I] K, (p\/ (ﬁp/\ P,(—F) < 2%))

Quiza un lector familiarizado con los conceptos y técnicas mas comunes que se
suelen aplicar en el drea de la estadistica haya establecido ya ciertos paralelismos entre
estos y los razonamientos que tratamos de formalizar a través de las formulas anteriores.
En efecto, la idea basica no se aleja demasiado de lo que en este area suele conocerse
con el nombre de “contraste de hipétesis”, cuya filosofia puede resumirse en la siguiente
disyuncién: “O bien aceptamos un hecho p, o bien aceptamos su negaciéon —p junto con
la afirmacion de que ha ocurrido un suceso altamente improbable”.

Finalmente, otro aspecto importante que nuestra representacién de esta situacion
mediante un modelo de Kripke probabilistico logra capturar es que basta con que el
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ladrén fracase una sola vez en su huida para desmentir por completo la posibilidad de
que exista un pasadizo; en efecto, no es dificil comprobar que el modelo resultante de
realizar el anuncio publico [F] consistiria inicamente en la fila inferior de la figura 5.2,
quedando reducidos los espacios muestrales “asociados” a dichos estados a los conjuntos
unitarios formados por los propios estados, y, por lo tanto, dotando a dichos estados
de probabilidad 1 en todos los casos (ademéds de satisfacerse, obviamente, la férmula
Mp,5; F K, F).

Una nota adicional sobre la interpretacion de estos modelos es que no debe per-
mitirse el anuncio publico de la férmula —F, o debe considerarse que tal anuncio no
tendria un sentido claro. Esto puede parecer una soluciéon improvisada para prevenir
los problemas de interpretacion resultantes de tal anuncio, y de hecho posiblemente lo
sea dado que prevendria la posibilidad de escapes fallidos en iteraciones posteriores a
la “actual”. Una forma un tanto enrevesada de interpretar esto, no obstante, es que
el anuncio publico de =F no representaria que el ladrén ha escapado exitosamente en
todas las iteraciones hasta el momento, sino mas bien que “sea cual sea el nimero de
iteraciones que se produzcan, el ladrén jamas serd atrapado”; para poder anunciar una
afirmacién como esta, seria necesario disponer de un “agente externo con informacién
privilegiada sobre el futuro”. En cambio, segin esta interpretacion si que podria anun-
ciarse F', dado que la afirmacién que representa es que “en alguna iteracién, el ladron
es capturado”; con que esto se produzca una sola vez, ya es cierto durante el resto de
los tiempos, y por lo tanto puede anunciarse. Quiza podrian formalizarse estos razo-
namientos introduciendo conceptos adicionales de 1égica temporal (otra de las ramas
clasicas de la 16gica modal), pero esto, desde luego, escapa por completo al &mbito de
nuestro trabajo actual.

OJ

5.4.2. Ejemplo: Incertidumbre Probabilistica e Incertidumbre
Esencial (II)

En este otro ejemplo queremos ilustrar como nuestra definicién de actualizacion
proporciona interpretaciones satisfactorias a situaciones que de otra forma podrian
parecer un tanto ambiguas.

Ejemplo 5.2. Supongamos que estamos de nuevo en la situacion del ejemplo 4.1, y
que por algiin motivo consideramos que la forma mas conveniente de representar la
situacién es a través del modelo MO, representado en el esquema 5.3. Recordemos
que dicho modelo no nos permite asignar una probabilidad al conjunto definido por la
proposicién atémica a, y que la medida interior de dicho conjunto es 0. Supongamos
ahora que se anuncia publicamente que el valor del input introducido ha sido, por
ejemplo, el 1 (es decir, se anuncia publicamente la proposicién Bj). Entonces es facil
comprobar que el modelo resultante es el de la figura 5.4, y, en este modelo, si podemos
asignar una probabilidad (de 1/2) al conjunto definido por a.

Obsérvese que esto es posible porque hemos especificado explicitamente en nuestra
semantica que las “actualizaciones nulas” solo se produzcan cuando la férmula ¢ por la

*

que se restringe satisface que Pr(a s)(tp) = 0, y, en este caso, la proposicion atéomica B
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Figura 5.2: Esquema de un modelo de Kripke para representar la situacién epistémica
de Ali Baba. Las cajas de borde continuo representan los espacios muestrales asociados
a cada asignacion de probabilidades, mientras que las de borde discontinuo representan
los conjuntos medibles no triviales (en este caso, los conjuntos unitarios). El modelo
satisface CONS, y la relacién de accesibilidad para Ali Baba es la total.

tiene medida exterior % en todos los casos. En efecto, si nuestro criterio para hacer nulo
un espacio probabilistico actualizado fuese la medida interior, habriamos obtenido un
resultado mucho menos satisfactorio: se trataria de un modelo “de parte probabilistica
vacia” (pues la medida interior de la proposicién atémica B; es 0), y cualquier féormula
tendria probabilidad 0 en el modelo resultante.

OJ

5.5. Algunas propiedades del lenguaje LPx

A continuacién presentamos algunos resultados basicos de nuestro lenguaje. Para
empezar, nos gustaria comprobar si las propiedades presentadas en el capitulo anterior
(CONS, OBJ, SDP, UNIF, MEAS) se conservan mediante el concepto de restric-

ciéon que hemos propuesto.

Nota 5.2. En todas las demostraciones a continuacién, representaremos con apostro-
fes (7) los elementos de los modelos restringidos, y sin apdstrofes los de los modelos
originales.

O
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1/2

Figura 5.3: Representacién del modelo MO. Las “cajas punteadas” representan los
subconjuntos medibles de cada espacio muestral. En este caso, el tinico espacio muestral
esta representado con la caja de lineas continuas. Las rectas continuas representan la
relacion de accesibilidad del nodo a, y las rectas discontinuas representan la relacion
de accesibilidad del nodo b.

1/2 1/2

..............................

..............................

Figura 5.4: Representacion del modelo MO, .



5.5. ALGUNAS PROPIEDADES DEL LENGUAJE LPxy 69

Proposicion 5.2. CONS se conserva mediante restricciones. Sea M un modelo
satisfaciendo CONS y ¢ € LPx() arbitraria. Entonces M), también satisface CONS.

Demostracion. Sean a € Ay s € S" = S(p) arbitrarios. Sabemos que S(45) € Rq(5).
Tenemos que probar que Séa g R! (s). Para empezar, en los casos en que SEa 5 = 0,
esto se tiene siempre. Consideremos pues los casos en que SEW) = S, (). No es dificil
ver que:

R, (s) = Ra(s)(p)

Seat € S, . Hay que ver que ¢ € R(s).

te€ S,y Ste€SugyMitEp=tecR,(s)y M,\lF o<«
S te R(s)(p) &te R (s)

| 0.£.D.

OJ

Proposicion 5.3. OBJ, SDP y UNIF se conservan mediante restricciones. Sea
M un modelo satisfaciendo OBJ (resp. SDP, UNIF). Sea ¢ € LPxy. Entonces M|,
también satisface OBJ (resp. SDP, UNIF').

Demostracion. Los tres casos son triviales. Veamos el caso de UNIF, que es margi-
nalmente menos trivial.

Sea M un modelo satisfaciendo UNIF, es decir, dadosa € Ay s,t € S arbitrarios,
t € S(a,s) = as) = Hay). Sea ¢ € LPxy); tenemos que probar que M, satisface UNIF.

Sean a € Ay s,t € S(p) arbitrarios. Supongamos primero que Séa 5 = (). En-
tonces t ¢ Séa’s), y por lo tanto se tiene la implicacion. En otro caso, t € S’a’s) &
t € Sas) y Mt F o = Il = Ily. A partir de esto es trivial comprobar que
a5y = M

a,s a,t)”

| Q.&.D.
O

Veamos el caso de MEAS. Debemos tener en cuenta que, en el contexto de LPyj,
esta propiedad significa que los conjuntos S, s)(¢) son medibles para cualquier formula
de LPxy}, y no solo de LPx (como en el capitulo anterior). De hecho, para diferenciar
ambas propiedades, diremos a partir de ahora que un modelo satisface MEAS si solo
nos estamos limitando al caso de LPx, y que satisface MEAS-D si también incluimos
férmulas con el operador de anuncio publico.
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Proposicion 5.4. MEAS-D se conserva mediante los anuncios piiblicos. Sea M
un modelo satisfaciendo MEAS-D, y sea ¢ € LPx(). Entonces M, también satisface
MEAS-D.

Demostracion. Sea ¢ € LPkp. Queremos probar que para todo a € A, s € 5,
Sga’s)(z/}) es medible. Obviamos el caso trivial en el que Séa’s) = (). En el otro caso,

Séa,s)(w) = {t S SEa,s) ‘ M|<,D7t = w} = {t € S(a,s)(gp) | M|<p7t = w} =
{t € S(a,s) | Mat = Yy M\Lp = 77Z)} = S(a,S)(<<)0>77Z))

Y este ultimo conjunto es medible porque M satisface MEAS-D.
| 0.€.D.

OJ

En el capitulo anterior vimos una condicion suficiente para que un modelo satis-
ficiese MEAS. En este capitulo veremos una condicién andloga para MEAS-D. No
obstante, antes tenemos que probar varios resultados técnicos previos.

Proposicion 5.5. PMEAS se conserva mediante restricciones. Sea M un modelo
satisfaciendo PMIEEAS y ¢ € LPk|; una férmula arbitraria. Entonces M, satisface
PMEAS.

Demostracion. Sea p € At. Sean a € A, s € 8" = S(p) arbitrarios. Queremos probar
que S, (p) € Al 0)-

Caso 1. Séa,s)

(). Entonces SEM) (p)=0¢€ Q[/(a,,s)'
S(a s

Caso 2. 5, 5(@). Por PMEAS, S, 4 (p) € 2a,s). Por otra parte,

/(a,s) = {E(@) | IONS Q[(a,s)}

Queremos comprobar que SEM) (p) € lea’s). En particular, afirmamos que

Séa,s) (p) = S(a,s) (907 p)

Escribimos las definiciones de ambos conjuntos:
SEa,s)(p) = {t S S{a,s) | M|907t ':p} = {t € S(a,s) | Mvt = 12 M|g07t ':p}

S(&S)(go,p) = {t € S(a,s) | M,tFEp, Mt ':p}
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Es fécil ver que ambos conjuntos coinciden: en efecto, la cldusula M,,t F p se
puede reescribir como t € V(p) y t € S(p), lo cual nos permite reescribir el primer
conjunto como:

Séa,s)(p) = {t € SEa,s) ‘ Mlgoat l:p} = {t € S(a,s) | Mvt F ¥, te V(p) ) te S(SO)}

Pero t € S(p) y M,tE ¢ estan afirmando lo mismo, de modo que nos quedamos
con el conjunto S, ¢ (¢, D).

| Q.€.D.

OJ

Lema 5.4. Sea M un modelo de Kripke probabilistico, sea ¢ € LPxy), y sea M, la
restriccion de M a ¢. Sean a € Ay s € S tales que tanto 2, ) como Q[/(a,s) son no
triviales (es decir, Pr(, ;(¢) > 0). Sea E € 2, ,. Entonces, existe G € 2, tal que
G(p) = E'y Prs(G) = Pri, (E).

Demostracion. Por el lema 5.2, sabemos que

P = Pri, o(E) = inf{Prus(G) | G €A y Glp) = E}

En particular, dado € > 0, existen G tales que

Gilp)=E y  Prag(G)=P+

Sea G := (2, G;. Entonces G(p) = E 'y, ademss,

€
Pray(G) = P+ 5 VkeN

Es decir, Pr(,(G) = P.
| Q.€.D.

0J

Proposicion 5.6. Definicién de SIGNIF + SIGNIF se conserva mediante las
restricciones. Decimos que un modelo M satisface SIGNIF (de “no tiene conjuntos
inSIGNIFicantes”) si, para todo a € Ay s € S, para todo E € 2, se tiene que
PT’(avs)(E) =0=F=0.

Sea M un modelo satisfaciendo SIGNIF y sea ¢ € LPx/] una férmula arbitraria.
Entonces M), también satisface SIGINIF.
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Demostracion. Sean a € A, s € S(p). Si SEG 5 = (), estamos en el caso trivial. Supon-
gamos pues que S, . # 0.

Sea F € 91’(%8), y supongamos que E # (); hay que ver entonces que PTECLS)(E) > 0.
Por el lema anterior, sabemos que existe G € ,5) tal que G(p) = E y cuya medida
coincide con la medida exterior de E. Dado que E # (), G tampoco es vacio. Ahora
bien, por SIGNIF, esto implica que la medida de G es positiva. Por lo tanto,

PT(QVS)(G)

>0
Przkms) (S(a,s) (SO))

PrEa,s) (E) =

| 0.£.D.

OJ

| Teorema 5.2. Condicién suficiente para MEAS-D en LPxy- Sea M un
modelo satisfaciendo CONS, OBJ, UNIF, PMEAS y SIGNIF, y seca ¢ € LPxy).
Entonces M satisface MEAS-D.

Demostracion. El caso base, asi como los casos para las conectivas proposicionales, el
operador modal y el operador probabilistico, se prueban como en la proposicion 4.2.
Veamos el caso para el operador de anuncio ptublico (por induccién estructural sobre
las férmulas de LPxy).

Sean ¢ y 1 tales que, para cualquier modelo M satisfaciendo CONS, OBJ,
UNIF, PMEAS y SIGNIF y tales que, para cualquier a € Ay s € S, los conjuntos
Sas)(e) Y S(as)(¥) son medibles. Tenemos que probar que S, 4 ([1/]¢) es medible.

Caso 1. El caso trivial: S(, 5 = 0. En tal caso, S(,« ([¢]e) = 0, que obviamente
es medible.

Caso 2. S(, ) # (0. Entonces,

S(a,s)([wko) = {t € S(a,s) ‘ Mut = w = MWat = 90} =
{t € Sas) | MitE Yo (MtEYy My, tF @)} =
{t € S | MitEPYU{t € Spue | Mt EY y My, tE @}

El primer conjunto de la unién en la tltima linea es S, (), ¥ es facil comprobar
que es medible usando la hipétesis de induccion y las propiedades del o-algebra.

El segundo conjunto de la unién podemos reescribirlo como:

{1 € Sta,0)() | Miy, s = 9} = (2)

Nuestro objetivo serd probar que (2) = 5(, ,,(¢), dado que con esto obtendriamos
el resultado: en efecto, por los lemas anteriores, el modelo M), satisface CONS, OBJ,
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UNIF, PMEAS y SIGNIF, y por hipdtesis de induccién esto implica que SEa,s)(‘P)
es medible. Probemos pues este objetivo.

Caso 2.1. Pry, (1) = 0. Por SIGNIF, esto implica que S, (¢) = 0, y, por
otra parte, por definicién, S{, ;(¢) = 0. Por lo tanto, (2) = S(e,s)(¥)(p) = 5, o(9), ¥
tenemos el resultado.

Caso 2.2. Pr,s)(¢) > 0. Entonces S{, ;) = S(a,5)(¢¥), v, de la misma forma,
tenemos el resultado.

| 0.£.D.

OJ

Corolario 5.1.  En particular, si M es un modelo satisfaciendo CONS, OBJ, UNIF,
PMEAS y SIGNIF, entonces tanto este como su restriccion a cualquier féormula
satisfacen MEAS-D.

O

Un dltimo resultado que seria interesante tratar de probar seria algo analogo al
teorema 3.1, que nos permite reescribir cualquier férmula de L) como una férmula de
L. En este caso, presentamos un resultado que por si solo es mucho mas débil, pero
que creemos que puede abrir el camino a otros resultados algo mas interesantes.

Proposicion 5.7. Reescritura para el operador probabilistico en MEAS-D. La
siguiente equivalencia es cierta en modelos satisfaciendo MEAS-D:

[¥] Z QiPra(pi) 2 Q < <P7"a(90) >0 A (so =Y QiPra(p Aglpi) > Q PM@O)))

i=1

V(Pra(¢) =0A (¢ = Pro(1) =2 Q)

Demostracion. La prueba de la validez de la ultima férmula es tediosa, pero facil de
ver a partir de la semdntica de LPxy), teniendo en cuenta que se evaltia en modelos
satisfaciendo MEAS-D.

| Q.€.D.

OJ

Observacion 5.2.  La subférmula Pr,(L) > @ bésicamente expresa que 0 > Q.
O

No hemos tratado de encontrar un contraecjemplo a la “reescritura” del opera-
dor probabilistico en el caso general (modelo no satisfaciendo MEAS-D), pero, en
principio, conjeturamos que debe existir tal contraejemplo, dado que la condicién
Pr{avs)(go) = Pris(p) = Prias(p) parecerfa un requisito natural para que dicha
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reescritura sea correcta en general®. No obstante, por supuesto, no podemos afirmar
o negar nada sobre esta cuestion hasta que no se hayan encontrado resultados con-
cluyentes a favor o en contra. Tampoco descartamos la posibilidad de encontrar una
reescritura mas compleja en el caso general, aunque nos decantamos mas por la posi-
bilidad de que, en el caso general, no sea posible hallar tal sistema de reescrituras.

Por otra parte, la proposicién anterior adquiriria un peso mucho mayor si se logra-
se probar que, en adicién a las reescrituras del teorema 3.1, proporciona una traduccion
de LPx a LPx), al menos restringiéndonos a modelos que satisfacen MEAS-D. Una
prueba asi requeriria de la definicién de algunas construcciones teéricas adicionales que
no hemos podido cubrir en este trabajo, pero que tampoco son excesivamente comple-
jas; en particular, nosotros creemos que es posible, y que no es dificil (disponiendo de
las herramientas adecuadas), probar este hecho. En el caso de tenerse dicho resultado,
se tendria también el siguiente corolario:

Conjetura 5.1. Bisimulacién en LPxjj. Sean M;, M, dos modelos de Kripke proba-
bilisticos satisfaciendo MEAS-D, y sean s, sy dos estados en los respectivos modelos.
Entonces Ml,SlHMg, So — M17 S1 ECP}C[] MQ, So.

OJ

8 Aunque también barajamos la conjetura de que sea suficiente imponer una condicién més débil
sobre los modelos, como SIGNIF. Dicha propiedad asegura, en particular, que Pr,(, ) () es nula si
y solo si lo es Pr, S)(go).



6. Conocimiento Comun

6.1. Idea y motivacion

Hasta ahora, los formalismos presentados solo nos permiten hacer afirmaciones
sobre nociones que, en ultima instancia, son reducibles al conocimiento individual de
cada uno de los agentes involucrados. El operador de conocimiento comun Cg que intro-
ducimos en este capitulo nos permite expresar, adicionalmente, propiedades epistémicas
del sistema en conjunto, o de un subconjunto del mismo. Halpern y Fagin [3] presentan
en su articulo una “versiéon probabilistica” de este operador, que no cubriremos aqui
pero cuya inclusion en investigaciones futuras también seria de gran interés.

La idea intuitiva del operador de conocimiento comun puede expresarse en térmi-
nos de los operadores grupales presentados en la anotacion 2.7. Ya sabemos que la
formula Epy se leeria “Todos los agentes en B saben ¢”. Consideremos ahora las ite-
raciones sucesivas de este operador: por ejemplo, la férmula E%p se leerfa “Todos los
agentes en B saben que todos los agentes en B saben ¢”, y la férmula Fke, k > 0 se
leeria “Todos los agentes en B saben que todos los agentes en B saben que (...) todos
los agentes en B saben ¢” (k veces). En este sentido, el operador de conocimiento
comun da el “salto al infinito”, pues una forma natural de interpretar la formula Cgp
es la siguiente:

Vk >0, Ebp (6.1)

La introduccion de este operador de conocimiento comtun anade toda una dimen-
sién de complejidad tedrica a nuestros formalismos que, por desgracia, en este trabajo
solo nos dara tiempo a sugerir de forma superficial — consideramos, por otra parte, que
los principales aportes tedéricos de este trabajo ya se hicieron en el capitulo anterior.
En particular, una de las consecuencias tedricas mas interesantes de la introduccién
de este operador es que el lenguaje Lxcp (Lx + Operador anuncio piblico + Ope-
rador conocimiento comin) es méas expresivo que Lxc (Lx + Operador conocimiento
comtn); una prueba de este hecho puede encontrarse en van Ditmarsch [1] (teorema
8.48). Esto es interesante porque, en cambio, el lenguaje Lk es, como vimos (de manera
incompleta) en el capitulo 3, igual de expresivo que el lenguaje Lk (Lx + Operador
anuncio publico). Lo que esto indica es que la aportacién que hacen los operadores de
anuncio publico y de conocimiento comun en conjunto es “mayor” que la que hacen
por separado. En investigaciones futuras seria interesante estudiar qué es lo que ocurre
si se anade también el operador de anuncio piblico en toda esta mezcla.

Por ultimo, la mayoria de los ejemplos realmente sugerentes que podriamos haber
incluido en las secciones anteriores requerian del concepto adicional de conocimiento
comun, dado que, a menudo, es importante mostrar que un sistema satisface una pro-
piedad que no es reducible a ninguno de los agentes individuales, sino al conocimiento
comun que comparten; de modo que serd en esta secciéon donde presentaremos buena
parte de estos ejemplos.

75
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6.2. Sintaxis, semantica y propiedades basicas

Como hemos comentado en la introduccion, el plano “tedérico” quedara en un
plano mas bien secundario de este capitulo. Ademas, el lector ya estara cansado de
ver una y otra vez el mismo tipo de construcciones y definiciones, de modo que nos
tomamos la licencia de ser algo més escuetos en esta ocasion.

| Definicién 6.1. Sintaxis de los lenguajes L, Lrcrs LPrcs LPreiys LPrel] ipni
Para cualquiera de los lenguajes que hemos considerado a lo largo de este trabajo, el
correspondiente lenguaje con conocimiento comun es el generado por la BNF resultante

de anadir el constructor Cgy a cualquiera de las BNFs originales, con B C A.

0J

Antes de presentar la seméntica para poder interpretar este nuevo operador, es
necesario introducir algunas construcciones tedricas previas.

| Definicién 6.2. Cierre transitivo reflexivo. Sea S un conjunto numerable, A
un conjunto finito no vacio, y, para cada a € A, sea R, una relacion en el conjunto S.

Sea B C A. Definimos:
» Rp, = Rp = UbeB Ry
= Rop = R,
Donde:

» Fl cierre transitivo de una relacion R se define como la menor relacion RY tal
que:

1) RCR"
11) Para todos x,y,z € S, se tiene que (Rxy y Ryz) = Rxz.

» 51 ademds imponemos que para todo x € S se tenga RTxx, entonces decimos que
es el cierre reflexivo transitivo de R, y lo denotamos R*.

En particular, si R ya es reflexiva, entonces RY = R*.

O

Observacion 6.1. Se comprueba facilmente que una forma de expresar la condicién
para la validez de la férmula Fpp es la siguiente:

M,sE Epp<=Vte S Rg,st=MlEp
O

La siguiente proposicién nos proporciona una forma sencilla de manejar e inter-
pretar el cierre transitivo de una relacién.
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Proposicion 6.1. Sea R una relacién sobre un conjunto S. Consideremos las siguientes
relaciones auxiliares:

» Rlay s o=y

Rlzy < Ray

RFzy < O bien RF¥'zy o bien existe z; tal que Rxx, y RF lzyy.
Entonces se tiene:

Rty siy solo si existe k > 1 tal que RFxy.

R*xy siy solo si existe k > 0 tal que RFzy.
O

| Definicién 6.3. Semdntica del operador de conocimiento comin. En cual-
quiera de los lenguajes estudiados mds el operador Cg, la semdntica para interpretar
este operador es la siquiente:

M,sECpp<=Vte S Ro,st = M, tE ¢

Recordemos que utilizamos la notacion Rey, == R, .

OJ

Observacion 6.2. Obsérvese que la proposiciéon 6.1 nos permite reescribir facilmente
la semantica del operador Cp para obtener la expresién de la ecuacién 6.1.

OJ

A continuacién presentamos varias propiedades basicas sobre la interaccién entre
el operador de conocimiento comtn y el operador de anuncio publico. Comenzamos
observando que no se satisface la reescritura “natural” que podriamos esperarnos por
analogia con el teorema 3.1, a saber, [p|K, ) < (¢ — K,[¢|t), v de hecho no es
dificil encontrar un contraejemplo. No obstante, si se tiene la siguiente propiedad para
“garantizar” el conocimiento piblico de una férmula tras un anuncio publico:

Proposicion 6.2.  Sean ¢, 1, x € LPxej). Entonces, si las formulas x — [¢]i) vy (x A
) — Epx son validas, también lo es x — [¢]Cp.

Demostracion. Sea M un modelo de Kripke probabilistico, y sea s un estado en dicho
modelo. Supongamos que M, s F x; tenemos que probar entonces que, bajo las condi-
ciones del enunciado, M, s F [p|Cgt. Si M, s ¥ ¢, esto siempre es cierto. Supongamos
pues que M, s F ¢; tenemos que probar que M)y, s F Cp, es decir, dado s € S, Rpst
implica que M),,t F 1. Por la proposicién 6.1, Rj3st < R'¥st para algin k. Procedemos
pues por induccién sobre k.

Caso k = 0. Entonces s = t, y M|,,s F 1 se tiene porque M,s F x, y por la
validez de x — [¢]¢.
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Hipétesis de induccién. Para i < k, si s € S’ es un estado en el que se satisface
M,sExy M,sE ¢, entonces R"st = M, t .

Caso k + 1. Sea t tal que (Rz)"st. Si (R3)"st, entonces tenemos el resultado
por hipétesis de induccién. En otro caso, existe x € S’ tal que Riysz y (Rz)*xt. Dado
que M,s F ¢y M,s E x, y por la validez de la férmula (¢ A x) — Epx, tenemos
M,z E x (pues Rzsx = Rpsx). Por otra parte, dado que z € S" = S(p), tenemos que
M,z E . Aplicando la hipétesis de induccion en M, x, tenemos el resultado para t.

| Q.&.D.

OJ

Corolario 6.1. [p]Y es vélida si y solo si lo es [p]Cp.
0

Este tltimo resultado podria parecer contradictorio con la nocién de que no se
puede proporcionar una traduccién de Lkc() a Lic, pues algunos lectores podrian
considerar que esto ya constituye la equivalencia que nos faltaria para tal sistema
de reescrituras. No obstante, tener un conjunto de equivalencias de este tipo no es
suficiente para que constituyan una traduccién adecuada (es decir, que las férmulas
traducidas tomen el mismo valor de verdad para los mismos modelos en los mismos
estados); por ejemplo, es posible construir modelos en los que la férmula x — [¢]¢ es
vélida pero x — [¢]CpEY no lo es.

6.3. Algunos ejemplos

En esta seccién estudiaremos algunos ejemplos clasicos que ponen en relieve la
potencia conceptual de este operador de conocimiento comtn. En algunos casos, ofre-
cemos también “variaciones probabilisticas” de los mismos.

6.3.1. Numeros Consecutivos

Nuestro primer ejemplo es un problema sencillo de van Ditmarsch [1] que ilus-
tra como, incluso en las situaciones mas triviales, alcanzar conocimiento comun sobre
un hecho resulta no ser posible; en particular, esta situacion distingue claramente la
diferencia entre conocimiento compartido por un grupo (operador Eg)y conocimiento
coman.

FEjemplo 6.1. Numeros consecutivos. Dos agentes, Asmodeo (a) y Belfegor (b), se
encuentran cara a cara. Cada uno de ellos tiene dibujado un niimero en su frente, de tal
forma que a sabe el nimero de b y b sabe el nimero de a, pero ninguno de ellos conoce
su propio numero (pero si saben que tienen algin nimero dibujado). Adem4ds, también
conocen comunmente que se tienen las siguientes condiciones sobre los niimeros:

= Son naturales mayores que 0.
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= Son consecutivos

Una pregunta que podemos hacernos inicialmente es la siguiente: ;jbajo qué cir-
cunstancias alguno de los agentes (o ambos) puede deducir el niimero que tiene en su
frente?

Empezemos describiendo la situacion como un modelo de Kripke. El conjunto de
estados serfa S := {(n,m) € N* | n=m+1 0o n =m — 1}; esta representacién de los
estados es autodescriptiva en cuanto a las proposiciones atéomicas que se satisfacen en
cada uno de ellos, que representaremos como a,, (“el agente a tiene el nimero n”) y b,,
(“el agente b tiene el nimero m”). Las relaciones de accesibilidad pueden caracterizarse
de la siguiente forma:

» Ry(m,n)(m',n) <= m=m'o(m=n+lym =n—1)o(m=n—1ym' =n+1)
» Ry(m,n)(m,n') <=n=n"o(n=m+lyn’ =m—-1)o(n=m—-1yn =m+1)

La figura 6.1 es una representacion visual de este modelo. En particular, esta
figura nos permite contestar rdpidamente a la pregunta que nos hicimos antes: los
unicos estados donde algin agente puede conocer su propio nimero son el (1,2), donde
se tiene M, (1,2) E Kyby, y €l (2,1), donde se tiene M, (2,1) F K,as.

En cualquier otro estado, ninguno de los agentes conoce su propio nimero. Su-
pongamos por ejemplo que nos encontramos en el estado (3,2); en tal caso, se tiene b,
pero b considera posible by. En particular, se tiene M, (3,2) E —by A =E, ,—by. ST que se
tiene M, (3,2) F E,p—as: en efecto, en todos los estados accesibles desde (3,2) tanto
para a como para b se satisface la féormula —as. No obstante, no se tiene E,,E,—as,
puesto que tenemos la “cadena” de estados accesibles (3,2) ~y (3,4) ~, (5,4), por lo
que — K, K,—as; por lo tanto, tenemos M, (3,2) E E, y—as A = E,pE,p—a5. Razonando
de manera similar para nimeros cada vez mayores, tenemos

M,(3,2) F EypEqpbs N EqpEqpFEqpbs

M: (37 2) = Ea,bEa,bEa,b_‘a7 A a,bEa,bEa,bEa,b_‘a7

y asi sucesivamente. En definitiva, para cualquier nimero natural n, por inmenso
que sea, no podemos afirmar que sea conocimiento comun el hecho —a,, si n es impar
o —b, si n es par (supongamos que es par). Mds ain: dado que un razonamiento abso-
lutamente analogo podria hacerse en cualquier otro estado de la “rama superior” del
modelo M — es decir, el conjunto R ,((3,2)) — el hecho de que esto no sea conocimiento
comun es conocimiento comun,

M, (3,2) E =Cyp=by A Cyup—Cypby,

Esta situacion puede resultar un tanto sorprendente, porque, en un principio,
podria esperarse que, en el estado (3,2), ambos agentes pudiesen suponer que ninguno
de ellos considera posible que ninguno de ellos considera posible (...) algo tan alejado
de la realidad como que el nimero del agente b es el 666. Es precisamente por esto que
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.6
(3, 4)—(5,4)
(1,2)—(3.2)
(2,1--42.3)
(4,|3> -(4,5)
(6,|5)---(6, 7)

Figura 6.1: Una representacion del modelo M en el ejemplo de los niimeros consecutivos.
Las lineas continuas representan la relacion de accesibilidad del agente a, y las lineas
discontinuas representan la relacién de accesibilidad del agente b.

este ejemplo es especialmente bueno para mostrar lo restrictivas que son las condiciones
para que se tenga conocimiento comun de algin hecho.

OJ

6.3.2. Ninos con Barro

La situacién de los ninos con barro, o de los ninos embarrados, es uno de los
ejemplos clasicos estudiados en la logica epistémica. Se trata de un ejemplo sugerente,
dado que plantea una situacién en la que, tras n repeticiones de una misma frase, un
conjunto de agentes logra obtener conocimiento comin sobre un hecho que en las n — 1
repeticiones anteriores desconocian.

Ejemplo 6.2. Ninos con barro. Una serie de ninos, convenientemente llamados
ai, ..., a,, estan jugando en un charco de barro fuera de su casa, ensucidndose en el
proceso; en particular, algunos de estos ninos se han manchado la frente con barro. En
cierto momento, escuchan que su padre los llama, de modo que se dirigen de vuelta a
su casa; una vez que han llegado, su padre les pide que se coloquen en circulo, de tal
forma que cada uno de los nifos puede ver si la frente de cualquiera de los otros ninos
estd o no manchada (pero no sabe si estd manchada o no su propia frente). Entonces
el padre anuncia publicamente la siguiente afirmacion:

“Al menos uno de vosotros tiene la frente manchada de barro.”
Acto seguido, les hace la siguiente peticion:

“Que den un paso hacia delante aquellos que sepan si su frente estd o
no manchada.”

Si nadie da un paso hacia delante, el padre seguira repitiendo la peticién (hasta
que alguien dé un paso hacia delante). Se puede probar entonces que, si m de los n
ninos tienen la frente manchada, entonces los m ninos con la frente manchada daran
un paso hacia delante tras m repeticiones de la peticion.
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011 111

- v -
- . -

010———110

-
-

001———101
000 100~

Figura 6.2: Situacion inicial del ejemplo de los ninos con barro. Las rectas continuas re-
presentan la relacion de accesibilidad de aq, las lineas punteadas representan la relacién
de accesibilidad de as, y las lineas discontinuas representan la relacion de accesibilidad
de as.

Supongamos que estamos en el caso particular en el que n = 3 y representémoslo
con un modelo epistémico M. Consideremos las proposiciones atémicas my, ms, ms, que
expresarian respectivamente el hecho de que el nino a; correspondiente tiene la frente
manchada. Podemos representar los estados posibles con las ternas A;A;Asz, donde
cada A; puede tomar los valores 0 o 1; de esta forma, si un estado tiene un 1 en la
posicién i, esto expresaria que en dicho estado se tiene la proposicién atémica m; (por
ejemplo: en el estado 101 se tendrian m; y mg, es decir, los ninos a; y ag tendrian la
frente manchada). Dos estados son mutuamente accesibles para un nifo a; si y solo
si las cifras en las posiciones distintas de i de ambos estados coinciden (por ejemplo:
R,,101,111), pues cada nifo sabe si las frentes de todos los demds estan manchadas o
no, y solo desconoce el estado de su propia frente. La figura 6.2 es una representacion
grafica de este modelo.

En primer lugar, el padre anuncia publicamente que “al menos uno de los ninos
tiene la frente manchada con barro”, es decir, la férmula m; V mo V ms. El modelo
actualizado consistird por tanto en el modelo resultante de eliminar el estado 000 del
modelo inicial (figura 6.3). Supongamos ahora que nos encontramos en cualquiera de
los estados en los que solo uno de los ninos tiene la frente manchada; por ejemplo,
supongamos que ag es el Unico nino con la frente manchada (estado 001). Entonces se
observa rapidamente que K,,ms, dado que el tnico estado accesible para as desde 001
en el modelo restringido es el propio 001; una justificaciéon informal de este hecho es
que, al observar que sus dos hermanos tienen la frente limpia y teniendo en cuenta la
afirmaciéon de su padre, az concluye que el inico que puede tener la frente manchada
es ¢l mismo. Por lo tanto, ante la primera de las peticiones del padre, a3 dard un paso
hacia delante.

Ahora supongamos que estamos en algtin estado en el que dos de los ninos tienen
la frente manchada (por ejemplo, 011). En tales circunstancias, la misma figura 6.3
nos permite observar rdapidamente que ninguno de los tres ninos puede estar seguro de
la situacion de su frente y, por lo tanto, ninguno de ellos dard un paso hacia delante.
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011 111

- v -
P . -

010———110

001———101
100"

Figura 6.3: Situacion tras anunciar mq V ms V msg.

Ahora bien, jcomo interpretar esto?

Definimos una abreviatura para la siguiente férmula:

alguienconoce := (K,,my V Kq,—my) V (Kgymo V Key—ma) V (Kgams V Kq,—mg)

Una forma natural es que el hecho de que ningin nino haya dado un paso ha-
cia adelante ante la peticion de su padre puede interpretarse como el anuncio publi-
co de la formula —alguienconoce. Curiosamente, el modelo resultante de eliminar de
M1 vmavm, 10s estados donde se tiene alguienconoce corresponde al modelo resultante
de eliminar de este modelo los estados en los que solo un nifio tiene manchada (figura
6.4); y, en dicho modelo, ahora los nifios que tienen la frente manchada si'lo saben, de
modo que tras el siguiente anunciodarian un paso hacia delante.

Por el mismo razonamiento, si nos encontramos en el estado en el que los tres
ninos tienen la frente manchada 111, las dos primeras peticiones del padre seran “ig-
noradas”, lo que se traduce en dos anuncios publicos de la férmula —alguienconoce;
puede comprobarse que el modelo que nos queda al final consta tinicamente del estado
111, por lo que, con la siguiente peticién del padre, los tres ninos darian un paso hacia
delante.

Ademas, en cada caso, si definimos B como el conjunto de los ninos que tienen la
frente manchada en un estado s, es también facil comprobar que tras m—1 iteraciones de
la peticion del padre, siendo m el niimero de ninos con la frente manchada, cualquiera de
los ninos en B sabe de antemano que el resto de sus hermanos con la frente manchada
también va a dar un paso hacia delante ante la siguiente peticién de su padre (en
particular, Egalguienconoce), y que cualquiera de los ninos en B sabe que cualquiera
de los ninos en B sabe de antemano que el resto de sus hermanos con la frente manchada
también va a dar un paso hacia delante ante la siguiente peticién de su padre (en
particular, E%alguienconoce), y asi sucesivamente; por lo tanto, M,s E [m; V my V
ma)[—alguienconoce]™ ' Cgalguienconoce.

O
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011 111

Figura 6.4: Situacion tras anunciar —alguienconoce.

En este trabajo proponemos una variacién probabilistica de este ejemplo, donde
podria ser interesante estudiar la evolucion del “sistema” con las sucesivas actualiza-
ciones dependiendo de una serie de parametros. La situaciéon en este caso es un tanto
mas abstracta y quizd su descripcion no resulte tan pintoresca como en el ejemplo que
la precede; no obstante, el paralelismo es facil de captar.

Ejemplo 6.3. “Ninos con barro” probabilisticos. Consideremos la siguiente si-
tuacion: ay, as y as son tres agentes, cada uno en posesion de dos nimeros n; y m;
(i = 1,2, 3) en las siguientes circunstancias:

= El niimero n; es conocido para todos los agentes salvo para a;.
= El niimero m; solo es conocido para a;.
= n;,m; €{0,1}Vi=1,2,3

Supongamos que, en cada caso, cada agente asigna una distribucién de probabili-
dades equiprobable al conjunto de todos los estados que considera posible en el estado
actual. Una forma general de formular la familia de cuestiones que podrian interesar-
nos es: jbajo qué circunstancias, o tras cudntos / cudles anuncios publicos, se tiene
conocimiento comun sobre algin hecho por parte de todos, o de algin subconjunto de
los agentes? Por ejemplo: jbajo qué circunstancias pueden conocer comunmente todos
los agentes el siguiente hecho: “La probabilidad de que alguno de los tres agentes posea
el par (1,1) es mayor que P”?

No vamos a explorar en profundidad este ejemplo, pero si daremos una imagen
general de la situacién inicial. Para empezar: jcémo definiriamos el modelo de Kripke
para representar esta situaciéon? Una posibilidad es la siguiente:

» Los atomos son {n;(0),n;(1),m;(0),m;(1) | i = 1,2,3}, donde n,(t) representa
que el valor del niimero publico del agente a; es t, y m;(t) representa que el valor
del nimero privado del agente a; es t.

» Los estados son ternas de pares como (10)(01)(00), donde cada par representa la
situacion del agente a; correspondiente: el primer ntimero del par representa su
“nimero publico”, mientras que el segundo representa su “nimero privado”.
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= Dos estados son mutuamente accesibles para el agente a; si coinciden los niimeros
privados del agente a; y los nimeros publicos de los demas agentes.

= Los espacios muestrales para cada agente a en cada estado s coinciden exac-
tamente con los conjuntos R,(s). Los conjuntos medibles no triviales son los
correspondientes a todos los estados individuales, y todas las uniones posibles
de los mismos. Las probabilidades estan equidistribuidas entre todos los estados.
En particular, el modelo satisface CONS, SDP y MEAS. Obsérvese que no
satisface OBJ.

Utilizaremos las siguientes abreviaturas:
= (2, )i = ni(z) Ani(y)
» algunogy) = (z,y)1 V (z,9)2 V (z,¥)3
v 10d0S(zy) = (2,y)1 A (2,9)2 A (2,9)3

Supongamos que nos encontramos en el estado s = (01)(10)(10). ;Qué proba-
bilidades asigna cada agente al evento alguno(; 1)? Razonémoslo brevemente para el
agente a;:

Pla, s)(algunoq 1)) = 1 = P, 5 (—algunoq 1y) = (por independencia) =

I
1= Py (0,10 P00, D) (010 = 1= (5 ) =

Razonando andlogamente para as y az, obtenemos probabilidades de % en ambos
Casos.

Por otra parte, los tres agentes conocen comunmente que la probabilidad que
cualquiera de ellos asigna a este hecho es menor o igual que %, por el simple hecho de
que esta es la probabilidad mas alta que algin agente puede asignar a este hecho en
cualquier estado en R (s); en efecto, (01)(10)(10) ~,, (11)(11)(11), e intuitivamente
puede observarse que en este estado todos los agentes asignaran la probabilidad mas
alta posible a este evento (que en todos los casos es %) Es decir:

M, s E CaPy(algunoq 1y) >

col 3

donde Pa(¢) > Q := N\,ca Pale) > Q.

Similarmente, los tres agentes conocen comunmente que la probabilidad que cual-
quiera de ellos asigna a este hecho es mayor o igual que 0, pues (01)(10)(10) ~y,
(00)(00)(10) ~q, (00)(00)(00) y, de nuevo, intuitivamente se observa que en este estado
todos los agentes asignaran la probabilidad mdas baja posible a este evento (que en
todos los casos es 0). Una pregunta que podriamos hacernos es: jqué anuncios ptiblicos
(no triviales) podriamos hacer para mejorar estos umbrales?

Dejamos asi este ejemplo, cuyo estudio creemos que puede dar lugar a desarrollos
tedricos y practicos interesantes en el area de la logica epistémica dinamica, pero que
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desgraciadamente no tenemos tiempo de cubrir en este trabajo. De hecho, proponemos
brevemente algunas generalizaciones adicionales del mismo:

= Aumentar el nimero de agentes involucrados, o estudiar para un nimero de
agentes arbitrario

» Hacer que la distribucién de probabilidades no sea equiprobable (por ejemplo,
permitiendo que el nimero 1 tenga una probabilidad mayor que el nimero 0
para algunos agentes, y viceversa para otros).

= Permitir més de dos niimeros posibles ademés de 0 y 1, o incluso distintos rangos
numéricos para distintos agentes.

OJ

6.3.3. Generales Bizantinos

Para finalizar esta seccién, presentamos un ejemplo sencillo que pone de mani-
fiesto el hecho de que la logica epistémica dindmica no se limita exclusivamente a los
lenguajes que se exponen en este trabajo, y que hay “todo un mundo de posibilidades”
en cuanto a las propuestas que pueden hacerse para representar situaciones mas alla
de las que hemos planteado aqui.

El problema de los Generales Bizantinos es un problema clasico en el analisis
de sistemas distribuidos, y es una ilustracion alegérica de las dificultades que pueden
presentarse a la hora de tratar de alcanzar un consenso en este tipo de sistemas. A
continuacion describimos una de sus variantes basicas.

Ejemplo 6.4. Generales Bizantinos. Consideremos la siguiente situacion: dos ge-
nerales a (Ascano) y b (Belisario), del mismo bando, estén asediando una ciudad. La
ciudad estd situada en un valle entre dos montes, y cada uno de los generales (con sus
respectivos ejércitos) se encuentra en uno de estos montes. Ambos generales saben que
si atacan la ciudad juntos derrotaran facilmente al enemigo pero, en cambio, si atacan
por separado sera el enemigo quien los derrotard a ellos. El problema radica, por tanto,
en tratar de coordinarse para atacar al mismo tiempo!.

El general a envia un mensajero al campamento de b con el siguiente mensaje:
m = “Propongo que ataquemos manana a mediodia”. Es posible, no obstante, que el
mensajero sea atrapado en el trayecto de a a b. Supongamos que el mensajero logra
llegar al campamento de b, con lo que se tendria K,m e incluso K, K,m: jseria sensato
para b tomar la decision de atacar manana a mediodia? En absoluto, pues b sabe que
a no sabe si el mensaje ha llegado (K,—K,K,m), con lo que b tomaria la decisién
prudente de no atacar. Por lo tanto, b decide enviar al mensajero de vuelta a a con
el mensaje “He recibido tu mensaje y estoy de acuerdo”, que codificamos como K,m.
Ahora bien, b tiene el mismo problema que tenia a al principio, dado que tampoco es
seguro esta vez que el mensajero logre transmitir el mensaje exitosamente; supongamos
una vez mas, que el mensajero logra llegar al campamento de a. jSeria ahora sensato

'No pueden hacer sehales de humo: imaginemos, por ejemplo, que est4 lloviendo.
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para a tomar la decision de atacar manana a medio dia? De nuevo, no, pues a sabe
que b no sabe si su mensaje de confirmacién Kym ha llegado (K,—K,K,K,m).

., Cuantos mensajes tienen que enviarse mutuamente ambos generales para poder
atacar la ciudad con la certeza de que el otro general también lo hara? Un razonamiento
inductivo informal nos permite ver rapidamente que tal “consenso” nunca podra al-
canzarse. Sea n + 1 el nimero de mensajes que se ha enviado (de esta forma, el primer
mensaje tendra asociado un valor n = 0); denotemos n = 2k si es par y n = 2k + 1 si
es impar. Para n par, los mensajes son de la forma (K,K;) m (con (K,K3)"m = m),
y para n impar son de la forma K,(K,K;)*m. Supongamos ahora, por ejemplo, que b
acaba de recibir el mensaje n (por lo tanto n es par; el caso impar es andlogo). Entonces
se tiene Ky(K,K;)*m, pero no se tiene (K,K,)* 'm, por lo que Kp—(K,Kp)*m, y
por lo tanto ni b ni a pueden ponerse de acuerdo.

En particular, la condicién de consenso que buscamos es capturada por la formula
con conocimiento comin Cy, 510, que para todo k > 0 implica (K, Kp) m y Ky(K,Ky)m.

OJ

El lector habra observado que en esta version “clasica” del problema de los ge-
nerales bizantinos, hemos hecho alusiéon a razonamientos que no estan formalizados en
ninguno de los lenguajes que hemos estudiado en este trabajo. En efecto, los anuncios
publicos no son suficientes para representar la situacién que tenemos entre manos: al
fin y al cabo, los mensajes que se estan enviando no son anunciados publicamente, sino
enviados de forma privada y con la posibilidad de ser interceptados. En general, este
tipo de situaciones forman parte de una teoria mas general de acciones epistémicas,
utilizando la terminologfa de van Ditmarsch [1].

En relacién con esto, y para poner en relieve el hecho de que los lenguajes que
hemos expuesto en este trabajo no son de ninguna manera los “definitivos” o los “mas
adecuados” independientemente de las circunstancias, sugerimos a continuacion, tam-
bién de una manera un tanto informal, otro concepto de actualizacion de un modelo
probabilistico que diverge por completo de la propuesta de Kooi y, por lo tanto, también
de nuestra propia generalizaciéon de la misma. En particular, hacemos esta propuesta
en el contexto de los generales bizantinos para mostrar como, bajo ciertas condiciones
y aceptando ciertas suposiciones, puede considerarse que el problema tiene una solu-
cién aproximada o probabilistica. Mas concretamente atn, la idea fundamental tras este
“enfoque alternativo” para la actualizacién de un modelo probabilistico tiene sus bases
tedricas en la prediccién a posteriori del parametro p de una variable tipo Bernouilli
segun la metodologia bayesiana (para mas detalles consultar Gelman [15], capitulo 2).

Ejemplo 6.5. Generales Bizantinos tras un curso de estadistica bayesiana.
Consideremos de nuevo la situacién del ejemplo anterior, pero anadiendo ahora una
serie de suposiciones adicionales. Primero, supongamos que, de no ser atrapado, el
mensajero tarda a lo sumo un tiempo 7' en llegar de un campamento al otro. Los
generales sabran, por tanto, que el mensajero ha sido atrapado si pasa un periodo mayor
que 27 sin haberse obtenido un mensaje de confirmacion del otro general. Consideremos
ahora el siguiente “protocolo”, que ambos generales habrian acordado previamente:

= Valores iniciales:
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e n=20_0

e py < % arbitrario, “probabilidad umbral”

1 1
*P=rm T3

= Protocolo para el general a:
1) a envia un mensaje m con las instrucciones de ataque a b
11) Sien un periodo inferior a 27 llega una respuesta de la forma K, (K, K;)"/*m:
a) Hacer n:=n+2

b

1

Hacer p, := =5

1
n+1

)
c) Hacer py, :=
d)

Si pa < po:

1) Sipy < po, FINALIZAR PROTOCOLO

2) En otro caso, enviar (K,K;)™2+1 y FINALIZAR PROTOCOLO
e) En otro caso, enviar (K,K,)™?*! y volver al paso I1

1) Si en un periodo mayor a 27" todavia no ha llegado una respuesta de b,
ABORTAR PROTOCOLO

= Protocolo para el general b:

1) b espera indefinidamente un mensaje m con las instrucciones de ataque de
a. Si llega el mensaje:

a) Hacer n:=n+1
b) Hacer p, ‘=

¢) Sipy < po, enviar el mensaje Kym; FINALIZAR PROTOCOLO
d) En otro caso, enviar el mensaje Kym y continuar

11) Sien un periodo inferior a 27 llega una respuesta de la forma K, (K, K;)"/*m:

a) Hacer n:=n+1

b) Hacer py := —5
¢) Hacer p, == =5
d) Sipy < po:

1) Si p, < po, FINALIZAR PROTOCOLO
2) En otro caso, enviar K;(K,K;)™Y/2 y FINALIZAR PROTOCOLO
e) En otro caso, enviar K;(K,K;)" /2 y volver al paso I1

1) Si en un periodo mayor a 27" todavia no ha llegado una respuesta de b,

ABORTAR PROTOCOLO
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O

A continuacién ofreceremos una explicacion detallada de lo que ocurre en este
protocolo, aunque no se trata de algo excesivamente complejo. No obstante, como
siempre, consideramos que la comprensién del mismo se hace mucho mas sencilla si
se tiene claro lo que se pretende conseguir con él. Informalmente, este protocolo, si se
realiza “hasta el final”, garantiza (obviamente) que el general que ha recibido el dltimo
mensaje (por ejemplo, b) sepa que lo ha recibido, pero también que el general que lo ha
enviado (por ejemplo, a) sepa que la probabilidad de haberlo recibido de b es superior a
1—po; méas ain, b también sabe que a sabe que la probabilidad de que b haya recibido el
mensaje es superior a 1 —pp, y a también sabe que la probabilidad de que b conozca el
hecho anterior también es superior a 1 — py; y asi sucesivamente. En la descripcion del
protocolo anterior, p, y p, representan en cada caso la probabilidad que cada general
asigna al evento “I = El mensajero es interceptado” en el momento en el que uno
de ellos recibe un nuevo mensaje. El hecho de que ambas probabilidades tengan que
ser menores que el “umbral” para detener el envio de mensajes es crucial para que se
cumplan las propiedades que expondremos a continuacion; por otra parte, si solo una
de estas probabilidades (a saber, la del propio general y no la de su companero) es la
que esta por debajo de este umbral, dicho general envia un ultimo mensaje pero no
espera respuesta.

Supongamos, por ejemplo, que el general a es el primero en asignar una proba-
bilidad inferior al umbral al evento I. Entonces a envia un 1ltimo mensaje, sabiendo
que la probabilidad de llegue a su destino es mayor que 1 — py. Supongamos también
que, efectivamente, el mensaje llega a su destino (en este caso el general b); entonces,
b también sabe que a sabe que la probabilidad de que su mensaje haya llegado a su
destino es mayor que 1 — pg. Por otra parte, a no sabe que el mensaje ha llegado a su
destino, pero si sabe que si el mensaje ha llegado a su destino, entonces b sabe que
a sabe que la probabilidad de que el mensaje haya llegado a su destino es mayor que
1 —pp; es decir, a sabe que la probabilidad de que b sepa que a sepa que la probabilidad
de que el mensaje haya llegado a su destino es mayor que 1 —p, es mayor que 1 — pg. El
general b, por su parte, también conoce el hecho anterior, y podemos seguir iterando
de esta forma.

Formalmente, esto se traduciria en la validez de las siguientes férmulas:

Ko(Pa(Kg™m) > 1= py)
Ky Ko(Pu(K 5™ m) > 1 — po)
KoPa((Ky Ka(Pu(K ™ m) > 1= po)) > 1= py)
Ky Ko Pa(Ky Ka(Pu(K ™ m) > 1= po)) > 1= py)) (6.2)
(K K ,P7'7P)"m  Vn e N
K (P,((KyK,Po17P0)"m) > 1 —py) VneN

El razonamiento informal expuesto en el ejemplo 6.4 excluye desde un primer
momento la posibilidad de obtener conocimiento comin sobre algiin hecho que tenga
que ser transmitido a través de un mensaje; no obstante, las iteraciones sucesivas de
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los operadores (K, K,P.17P°) apuntan a posibles “generalizaciones probabilisticas” del
mismo, en la linea de la propuesta de Halpern y Fagin [3].

Si el protocolo se realiza hasta el peniltimo paso, es decir, uno de los generales
(por continuar con el ejemplo anterior, a) llega a FINALIZAR PROTOCOLO pero
el otro general ABORTA PROTOCOLO (porque no le llega el tltimo mensaje de
confirmacién), entonces no son ciertas aquellas de las férmulas cuyo operador “més
externo” es K; por lo tanto, el general a tendria un problema, ya que acabaria atacando
la ciudad €l solo. No obstante, lo que garantiza la parte probabilistica del protocolo es
precisamente que la probabilidad de que esto ocurra sea considerada “infima”.

Por otra parte, si alguno de los generales ABORTA PROTOCOLO antes de que
tanto p, como p, sean menores que py, el otro también ABORTA PROTOCOLO, y
simplemente decidirian no atacar (y esperar otra oportunidad mejor, o algo asf).

De hecho, técnicamente ni siquiera es necesario que el protocolo hubiese sido acor-
dado de antemano: en su primer mensaje, junto con las instrucciones para atacar la ciu-
dad, el general a podria haber incluido también las directrices del protocolo (més atn:
si el general b recibe el mensaje y considera que la “probabilidad umbral” es demasiado
grande, puede proponer un umbral menor en su primera respuesta). Evidentemente
no estamos teniendo en cuenta otras consideraciones, como la de la confidencialidad
o la autenticidad de los mensajes, o las posibles estrategias que podria seguir un po-
tencial “interceptor antagonico” que conociese los contenidos de los intercambios; no
obstante, creemos que la sencillez de este ejemplo es parte de lo que lo hace sugerente
y extrapolable a casos mucho méas complejos.

No descartamos la posibilidad de obtener otros protocolos similares que resuelvan
este problema de forma todavia mas satisfactoria; la férmula general para la predic-
cion a posteriori del parametro p tras la realizacion de n experimentos bayesianos
independientes sucesivos es %, donde y es el numero de éxitos y n es el nimero de
realizaciones, de modo que los generales podrian tener en cuenta también el nimero de
mensajes interceptados; simplemente habria que detallar algo més la cuestion de como
se llegarfa a un consenso, en el caso de que el mensajero fuese interceptado, sobre si lo
ha sido “en el camino de ida” o “en el camino de vuelta”. También podria estudiarse
en este sentido la posibilidad de establecer un umbral superior para la “probabilidad
de intercepcién” a partir de la cual ambos generales se resignarian a simplemente no

atacar.
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7. Sistemas axiomaticos

7.1. Idea y motivacién

La idea de interpretar la verdad de formulas en relacién a modelos constituye un
enfoque relativamente moderno en el desarrollo de la légica como campo de estudio.
Mucho més comun, al menos en términos histéricos (podemos remontarnos, de nuevo,
hasta al menos Aristételes), es encontrarse con una concepcién de los sistemas, teorias
y razonamientos logicos como un conjunto de proposiciones que se obtienen aplicando
unas determinadas reglas de deduccién a una serie de premisas o axiomas — tal con-

cepcién es, ademds, mucho més cercana a la que existe en el “imaginario colectivo”!.

Que dicha idea sea mas antigua no significa que de alguna forma esté pasada de
moda: por el contrario, podria decirse que es precisamente a partir del Siglo XX cuando
vemos una enorme intensificacién cuantitativa, de la mano de un mayor refinamiento
conceptual en las herramientas y técnicas utilizadas, en los esfuerzos para tratar de
desarrollar y estudiar tales sistemas de deduccion o cdlculo logico, con figuras tan
colosales como David Hilbert sentando las bases y la direcciéon de esta nueva deriva.
Se pueden citar muchos motivos para el interés en este tipo de cuestiones, pero la
mayoria puede trasladarse al contexto de nuestro trabajo como sigue: si bien el enfoque
semdantico en el que nos hemos centrado aqui nos permite interpretar sin problemas si
una determinada formula es o no verdadera en un determinado estado de un modelo,
no nos proporciona un procedimiento conveniente (en términos computacionales, por
ejemplo) para saber qué formulas son verdaderas en dicho modelo, o mds atn, en una
determinada familia de modelos.

En este capitulo presentamos brevemente un conjunto de sistemas axiomaticos,
ya conocidos, para los lenguajes que hemos estudiado, sin proporcionar ejemplos y solo
explicaciones muy breves de los mismos; en este sentido, este capitulo podria entenderse
mas bien como un anexo. Si que queremos observar, como “hecho curioso”, que muchos
de los axiomas y reglas de deduccion que aparecen aqui tienen su andlogo en capitulos
anteriores como “férmulas validas en una familia de modelos” — por ejemplo, algunas de
las propiedades de omnisciencia légica en Lx (proposicion 2.2). Para LPx[) v LPkcy,
proporcionamos algunas propuestas a modo de conjetura, en aras de confirmarlas o
refinar sus aspectos problematicos a través de investigaciones posteriores.

7.2. Sistemas axiomaticos

Informalmente hablando, un sistema axiomatico puede entenderse como una “for-
ma sintactica” de especificar una logica (a diferencia de la “forma seméntica” que hemos
estudiado a lo largo de este trabajo). Consta de un conjunto de “férmulas bésicas”,

1Si se me permite decir algo en tono personal, puedo atestiguar que, de hecho, esta es la imagen
que yo mismo tenia de la légica antes de empezar a escribir este trabajo.
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los axiomas?, y un conjunto de reglas de inferencia, que permitirfa deducir el resto de
formulas (vélidas) a partir de los axiomas dados. Més concretamente:

| Definicién 7.1. Derivacién de una férmula en un sistema axiomdtico.
Sea X una axiomdtica con axiomas Axy, ..., Az, y reglas Ruy, ..., Ruy, donde cada regla
Ru; es de la forma “de @1, ..., Par(j), deducir ¢”; decimos que ar(j) es la “aridad” de
la regla. Una derivacion de ¢ en X es una sucesion finita o1, ..., o de formulas tales
que:

] s@m —= (P
= Para cada ; en la sucesion se tiene:
e O bien ¢; es una instancia de uno de los axiomas en X

e O bien es el resultado de aplicar alguna de las reglas Ru; a una cantidad
ar(j) de formulas en la sucesion cuyo indice sea menor que i.

Si p tiene una derwacion en X, escribimos Fx ¢, o simplemente = ¢ si X estd
claro por el contexto. En tal caso decimos que p es un teorema de X.

OJ

Las dimensiones seméantica y axiomatica de un lenguaje logico se relacionan a
través de los siguientes conceptos:

| Definicién 7.2. Solidez y completitud Sea £ un lenguaje l6gico. En lo que sigue,
X serd un sistema axiomdtico sobre L, y X serd una clase semdntica tal que el lenguaje
L serd interpretable sobre ella.

s X es completo con respecto a X para L si para toda formula o € L, se tiene

» X es s6lido® con respecto a X para L si para toda férmula ¢ € L, se tiene
Fx o= X F p.

0J

Como apunte final sobre estas anotaciones tedricas previas, en el contexto de la
logica modal existen conceptos mas restrictivos de solidez y completitud, que basi-
camente restringen el uso de los operadores modales de necesitacién (como nuestro
operador epistémico K,) a la hora de hacer derivaciones légicas a partir de premisas
(otro concepto que tampoco hemos estudiado aqui). Como hemos comentado ya, el ob-
jetivo de esta seccion es proporcionar lo mds bdsico para que un lector no familiarizado
con estos conceptos pueda sacar alguna conclusion aproximadamente til de los siste-
mas axiomaticos que proporcionamos a continuacién. No obstante, si el lector desea
profundizar sobre este asunto, lo referimos a las partes relevantes de van Ditmarsch

2Los axiomas suelen proporcionarse como especificaciones, y no como férmulas concretas. Por ejem-
plo: si un axioma es K,(p — ¢) — (K.p — K,¥), esto indica que cualquier férmula de esta forma
(con ¢ y ¢ férmulas arbitrarias) es vdlida en el sistema axiomdtico. Por otra parte, las implementa-
ciones concretas de los axiomas seran llamadas instancias de los mismos.

3A menudo esta propiedad también se conoce con el nombre de adecuacidn.
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[1] (para una introduccién mds completa que la nuestra recomendamos el capitulo 2,
seccion 2.2.3; para quien realmente quiera profundizar, recomendamos los capitulos 7

y 8).

7.2.1. Lg

| Definicién 7.3. Sistema axiomdtico K. Definimos K como el sistema aziomdti-
co constituido por:

= Todas las instancias de tautologias proposicionales

s Distribucion de la itmplicacion a través de K,

Ku(p = ) = (Kop = Kat)

» Modus ponens. De ¢ y ¢ — 1, inferir .
= Necesitacion de K,. De ¢ inferir K,p.
OJ

| Definicién 7.4. Sistema axziomdtico S5. Definimos S5 como el sistema axiomdti-
co resultante de anadir a K los siguientes axiomas:

» Verdad
Kop — ¢

» Introspeccion positiva
K,p— K, K,p

= Introspeccion negativa
g — Ka_' af

O

| Teorema 7.1. FEl sistema aziomdtico K es sélido y completo respecto a la clase
semantica IC (es decir, la de todos los modelos de Kripke) para Lk . El sistema axiomdti-
co S5 es sdlido y completo respecto a la clase semdntica S5 (modelos epistémicos) para

L.
0

7.2.2. Lic
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| Definicién 7.5. Sistema axiomdtico S5C. Definimos S5C como el sistema
axiomatico resultante de anadir a S5 los siguientes axiomas y reglas:

s Distribucion de la implicacion a través de Cp

Cp(p — ) = (Cpp — Cry)

s Mix
Cpyp — (¢ N EgCpyp)

s Induccion del conocimiento comun
Cp(e — Epp) = (¢ = Cpyp)

» Necesitacion de Cp. De ¢, inferir Cpep.

OJ

| Teorema 7.2. El sistema aziomdtico S5C es sdlido y completo respecto a la clase
semantica 85 para Lic.

OJ

7.2.3. EK[]

| Definicién 7.6. Sistema axiomdtico PA. Definimos PA como el sistema axiomdti-
co resultante de anadir a S5 los siguientes axiomas:

» Permanencia atémica
[elp < = p

Anuncios y conjuncion

[l (¥ A x) < ([e] Aelx)

Anuncios y negacion

[p] = < (¢ — =[p]y)

Anuncios y conocimiento

[p] Katp <> (0 — Ka[p]t))

= Composicion de anuncios

[e] [Wlx < [o A leld]x
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Observacion 7.1. Obsérvese que los nuevos axiomas de PA se corresponden con las
reescrituras proporcionadas en el teorema 3.1.

OJ

| Teorema 7.3. El sistema aziomdtico PA es solido y completo respecto a la clase
semdntica 85 para L.

OJ

7.2.4. Lo

| Definicién 7.7. Sistema axiomdtico PAC. Definimos PAC como el sistema
axiomdtico resultante de anadir las siguientes reglas a PA:

» Necesitacion de Cp. De ¢ inferir Cpp.
» Necesitacion de [{]. De ¢ inferir [{]o.

» Anuncios y conocimiento comin. De x — [ y x N\ ¢ — Epgx, inferir
X = [@lCpy.
O

Observacion 7.2. Obsérvese que el axioma Anuncios y conocimiento comiun se
corresponde con el teorema 6.2.

O

| Teorema 7.4. El sistema aziomdtico PAC es sdlido y completo respecto a la clase
semdntica 85 para Lkcy)-

OJ

7.2.5. LPx

| Definicién 7.8. Sistema azxiomdtico SSP(MEAS). Definimos S5P(MEAS)
como el sistema axiomdtico resultante de anadir a S5 los siguientes axiomas y reglas:

» Aziomas para razonar sobre desigualdades lineales (consultar Halpern-
Fagin [3])
= No negatividad

» Fvento seguro

= Aditividad
Pa(p ANY) + Po(o A —9) = Pu(p)
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» Distributividad. Si ¢ <> 1) es una tautologia proposicional, entonces
Fa(p) = Fa(®)

OJ

| Definicién 7.9. Sistema axiomdtico S5P. Definimos S5P como el sistema
aziomdtico resultante de cambiar en SS5P(MEAS) el azioma Aditividad por los dos
stguientes:

= Principio de inclusion-exclusion

P.(p1 Ao A pg) > Z <_1)#(I)+1Pa (/\ %’)

IC{1,...k},I#0 i€l

» Fvento tmposible
P,(L)=0

OJ

| Teorema 7.5. El sistema aziomdtico S5P es sélido y completo para la clase semdnti-
ca S5P (modelos de Kripke probabilisticos cuya “parte modal” estd en 85) para LPx.
El sistema aziomdtico SOP(MEAS) es solido y completo respecto a la clase semdantica

S5P(MEAS) (tdem pero solo los modelos que satisfacen MEAS) para LPx. O

| Teorema 7.6. Propiedades adicionales en modelos probabilisticos. Sea
Props un subconjunto de {CONS, OBJ, UNIF,SDP}, y sea Axiomas el corres-
pondiente subconjunto de {Axy, Axs, Axs, Axy}, donde los Ax; son los axiomas que de-
finiremos a continuacion. Entonces S5PU Axiomas (resp. S5P(MEAS)U Axiomas)
constituye una axiomatizacion solida y completa respecto a la clase de los modelos
epistémicos probabilisticos satisfaciendo las propiedades en Props (resp. satisfaciendo
las propiedades en Props y MEAS).

u Al'l
Kaop = (Fa(Kap) = 1)

u AZL’Q
(Q1Pu(p1) + .. + QxPulior) > Q) = (Q1Po(01) + .. + QPi(9x) > Q)

Axz Si ¢ es una formula de la forma Q1 P,(v1)+ ...+ QrPa(vr) > Q o la negacion
de una formula de tal forma, entonces

w = (Pa((p) = 1)

Azy Si o es una formula de la forma Q1 Py(p1)+...+QrPa(pr) > @ o la negacion
de una formula de tal forma, entonces

o — Kqp
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7.2.6. LPxc

| Definicién 7.10. Sistemas aziomdticos S5CP y S5CP(MEAS). Definimos
SHC'P como el sistema axiomdtico resultante de anadir a S5C los axiomas “nuevos”
de S5P, y Sb)CP(MEAS) como el sistema aziomdtico resultante de anadir a S5C' los
aziomas “nuevos” de SSP(MEAS).

OJ

| Teorema 7.7. Los sistemas aziomdticos SS5CP y SS5CP(MEAS) son sdlidos y
completos, respectivamente, respecto a las clases semanticas S5 y S5(M EAS) para el
lenguaje LPkc .

O

7.2.7. LPx)y LPxe

En esta ultima seccién, basandonos en intuiciones informales e impresiones so-
bre las axiomaticas que hemos presentado anteriormente, asi como en el estudio mas
riguroso que hemos hecho a través del resto de nuestro trabajo de la seméantica de los
lenguajes LPx(] v LPxe[), nos atrevemos a hacer algunas sugerencias sobre posibles
sistemas axiomédticos para estos lenguajes (que sean solidos y completos). También nos
inspiramos parcialmente en la axiomética presentada por Kooi [4] para su propuesta
de légica probabilistica con anuncios ptblicos.

La idea basica de nuestra propuesta es directa: el lector se habra percatado de que
cada nuevo componente (anuncios publicos, conocimiento comin, probabilidades) que
anadimos al lenguaje Ly bésico es, por lo general, modular en cuanto a los axiomas y
reglas de deduccién que “implica”; es decir, el sistema axiomatico para Lk es simple-
mente el sistema axiomatico “estandar” de Lx més los axiomas nuevos requeridos para
el operador Cp; el sistema axiomatico para LPx es simplemente el sistema axiomatico
“estandar” de Lx mas los axiomas nuevos requeridos para el operador probabilistico;
etcétera. No obstante, hay algunas excepciones en esto: el sistema axiomaéatico para
Lkc(), como ya hemos observado en varias ocasiones, es “mayor” que la unién de los
sistemas axiomdticos para Lxc y Lk por separado, porque de alguna manera existe
una “interaccion” entre el operador de anuncio ptblico y el de conocimiento comun. En
este sentido, en nuestras propuestas apostaremos que tal tipo de “interaccién” no existe
entre el operador probabilistico y los demés operadores, y que los sistemas axiomaticos
correspondientes se obtienen simplemente “combinando” los que ya tenemos, modifi-
cando algunos detalles.

Por otra parte, el sistema axiomatico que proponemos sera para modelos satis-
faciendo MEAS-D, dado que de lo contrario no podemos asegurar que se tenga la
equivalencia que presentamos en la proposicion 5.7, y que vuelve a aparecer aqui como
uno de los axiomas de nuestro sistema. De antemano, podemos afirmar también que
uno de los axiomas tipicos para la légica con probabilidades tampoco se satisface en
nuestro sistema: en efecto, en un estado donde la asignacion de probabilidades sea la
“nula” para algin agente, no se tendra el axioma de Evento seguro (pues en este caso
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P,(T) = 0). No obstante, creemos tener un arreglo sencillo para sustituir este axioma
por otro casi idéntico.

Propuesta 7.1. Sistemas axiomaticos PAP(MEASD) y PACP(MEASD). De-
finimos PAP(M EASD) como el sistema axiomatico resultante de anadir al sistema

axioméatico P A los siguientes axiomas y reglas de los sistemas axiométicos S5P(M EAS)
y SHP:

Axiomas para razonar sobre desigualdades lineales
No negatividad

Aditividad

Distributividad

Evento imposible*

Y los siguientes axiomas nuevos:

Evento seguro en condiciones plausibles

Pro(p) >0 — Pr,(T) =1

Anuncios publicos y probabilidad I
(Pro(v) > 0) — ((W] > QiPro(e) > Q) © (Z QiPra(p A plei) 2 Q Pra(sO)))
i=1 i=1

Anuncios publicos y probabilidad 11

(Pra(y) =0) = ((W] > QiPra(pi) > Q) < (Pro(L) 2 Q))

El sistema axiomético PACP(M EASD) se definiria andlogamente pero partien-

do del sistema axiomatico PAC en lugar de PA.

OJ

Nuestra conjetura es que estos sistemas axiomaticos podrian ser sélidos y com-

pletos respecto a la clase semantica S5(M EASD) para los lenguajes LPx[] v LPxe[)s
respectivamente, aunque no lo afirmamos con demasiada conviccién; no obstante, si
creemos que, si este sistema axiomatico falla en algo, un sistema axiomatico adecuado
no deberia alejarse demasiado de nuestra propuesta. Obsérvese nuestro “parche” para
el axioma Evento seguro: dado que las situaciones en las que P,(T) = 0 son aque-
llas en las que cualquier proposicion tiene probabilidad 0, basta con que haya alguna
proposicién con probabilidad no nula para que se tenga P,(T) = 1. En particular para
PACP(MEASD), hay que estudiar como interacciona esta propiedad con el axioma
Necesitacion de [¢)] de PAC, y es probable que sea necesario modificar también este
axioma.

4Es posible que sea redundante.



8. Conclusiones y posibles lineas de
investigacion

Originalmente no teniamos en mente un objetivo especialmente concreto y bien
definido para nuestro trabajo, y, en un principio, el objetivo provisional era simple-
mente el de realizar una investigacién sobre (algunos de) los diversos sistemas formales
derivados de L que se han propuesto en el campo de la légica epistémica. En este sen-
tido, la direccién que ha ido tomando el trabajo se ha desarrollado de forma paulatina
y organica, y podria decirse incluso que ha llegado a “tomar vida propia”, empujando-
nos precisamente a dotarlo de la forma que “debia tener” desde un principio sin que
nosotros lo supieramos.

Consideramos que esto es bueno, y, sin animos de vanagloriarnos, que es una
cualidad indicativa de que algo es “buena ciencia”. En efecto, ;cudl es el objetivo
de la ciencia? ;Simplemente elegir una “parcela” al azar de la realidad y tratar de
buscar en ella patrones aleatorios, o inventar sobre ella reglas arbitrarias? Si no puede
decirse que “la realidad” (tanto la “exterior” como la “interior”, si es que realmente
es legitimo hacer tal diferenciacién) sea algo infinito, inabarcable e insondable, puede
decirse, al menos, que a efectos practicos lo es para la mente humana (al menos en
su forma actual), y aunque tratemos de negarnos o resistirnos activamente a ello,
nuestra “intuicién” o “instinto de lo que es importante” juega un papel fundamental
en determinar qué es lo que decidimos investigar y qué es lo que no, asi como la forma
de la que desarrollamos esta investigacion. Es en este sentido que nos parece que si la
sensacion con la que el investigador concluye su estudio de unos determinados datos,
formalismos, o fenémenos de cualquier otra clase es la de que las conclusiones a las
que se ha llegado se corresponden con un desarrollo “natural” de su entendimiento de
las cosas, esto, si bien no es un signo definitivo de su valor como ciencia, si es, como
minimo, una buena senal'.

Regresando a los mucho mas concretos términos del campo de estudio que concier-
ne a este trabajo, queremos empezar observando que hemos podido cumplir la mayor
parte de los objetivos que nos hemos llegado a proponer en algin punto. Nuestro aporte
principal, como ya hemos observado en varias ocasiones a lo largo del trabajo, ha sido
nuestra propuesta para unificar la “variante estandar” de los anuncios ptublicos en la
légica epistémica dindmica, tal y como aparece en van Ditmarsch [1], con una variante
también bastante estandar de la logica epistémica probabilistica, tal y como aparece en
Halpern y Fagin [3]. Kooi [4] ya habia presentado algunos desarrollos en esta direccién,
pero su propuesta, ademas de poner importantes restricciones sobre el tipo de modelos
probabilisticos que se podian considerar, se ajusta mas bien a un enfoque dozdstico
que a uno epistémico (dejamos de lado la discusién sobre si el enfoque méas apropiado

1Somos conscientes de que lo més probable es que esta sensacién sea simplemente una percepcién
psicolégica, pero esto no la hace menos importante: al fin y al cabo, no es sino nuestro juicio humano
subjetivo (o, como mucho, el agregado de diversos juicios subjetivos — y todavia mds, jqué juicio es el
encargado de realizar dicha agregacion?) el que, en tultima instancia, tiene la potestad de determinar
qué ciencia es valiosa y qué ciencia no lo es.
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para estudiar razonamientos probabilisticos es el doxastico o el epistémico).

En este sentido, nuestra propuesta generaliza por una parte la clase de modelos
probabilisticos sobre la que es aplicable, y, por otra, se adectia mas fielmente a los
principios de la logica epistémica. No obstante, esto no significa que nuestra propuesta
tenga que adecuarse a los principios de la légica epistémica; més concretamente, lo que
queremos decir es que, en principio, no vemos dificultades para introducir variaciones en
el concepto de actualizacién que hemos definido de forma que, por ejemplo, se asemeje
mas a la propuesta original de Kooi, sin llegar a perder su generalidad en cuanto a la
clase de modelos en la que “funciona”.

Una pregunta de caracter técnico que algunos lectores podrian haberse hecho
sobre nuestra propuesta es la siguiente: ;Qué necesidad hay de exigir aditividad nume-
rable a la funcion de probabilidad actualizada, P(’a’s), st en el lenguaje solo tendremos
que interpretar formulas con cantidades finitas de términos? La respuesta mas inme-
diata es que, si bien el lenguaje no permite escribir férmulas como Y .° P, (i) > @Q, st
puede ocurrir que una férmula ¢ se corresponda con un conjunto S(¢) que, a su vez,
pueda reescribirse como una unién infinita de conjuntos disjuntos S(¢1), ..., S(¥x), ...,
lo cual podria introducir ciertas inconsistencias de no exigirse aditividad numerable.
No obstante, una respuesta mas visionaria podria ser que se ha exigido esto precisa-
mente con las perspectivas de poder ofrecer una generalizacién del lenguaje que admita
también sumatorios infinitos de probabilidades.

Uno de nuestros mayores dilemas a la hora de plantear nuestra propuesta para
la actualizacién de modelos probabilisticos ha provenido del tratamiento de las “ac-
tualizaciones nulas”. Esto tiene que ver, principalmente, con la siguiente cita de Kooi

[4]:

“There are some approaches in probability theory for updating with senten-
ces that have probability zero. The most common one is to leave it undefined.
(...) Another approach is to assign probability zero to everything. (...) This
would seem to go against the laws of modal logic; after learning a sentence
with probability zero, even the truth would be assigned probability zero. (...)
So both choices would make it difficult to provide a complete proof system.”

En nuestro trabajo no nos hemos preocupado excesivamente sobre la cuestion
de los sistemas axiomaticos. No obstante, esto no significa que no los hayamos tenido
en cuenta de manera subliminal durante la mayor parte de la escritura del mismo; en
efecto, este es el motivo por el que hemos tratado de introducir nuestro “parche” en
nuestra propuesta especulativa 7.1 para la axiomatica de LPx(;. Consideramos entera-
mente posible que este parche no sea suficiente para arreglar los problemas derivados
de tener situaciones con P,(T) = 0; por este motivo, hemos considerado, ya a pos-
teriori, algunas modificaciones a nuestra propuesta original. Una de las posibilidades
alternativas que hemos considerado es la siguiente:
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S" = S(p)
R, :=R,N (S x5
Vi=vnys
S/ = S(a,s)(SO) 5l PTTa,s)(SD) >0
(a:9) S’ €.0.c.
N {E(p) | E € A@s} si Pri, 3(¢) >0
(@s) ° {0, 5"} e.o.c
1 Sl E — SE(L,S)
Pr{, ,(E) = 0 si E=10
PT:a,S)(E)
P @) e.o.c.

Es posible que esta propuesta sea mas consistente de cara a tratar de proporcio-
nar un sistema axiomatico, y, por otra parte, también nos parece que su interpretacion
filos6fica es bastante satisfactoria (“ante el anuncio de un hecho de probabilidad 0,
cualquier hecho tiene probabilidad 0, salvo aquellos hechos que caractericen el conjun-
to definido por todos los estados concebibles (incluso imposibles) del mundo™). Por
otra parte, también creemos que la mayoria de los resultados tedéricos que hemos pro-
porcionado para nuesta propuesta de actualizacion son facilmente traducibles a esta
otra; en cualquier caso, dejamos estos aspectos en manos de investigaciones futuras.

Otra de las posibles lineas de investigacion tiene que ver con tratar de encontrar
conjuntos de condiciones suficientes menos restrictivas, o simplemente diferentes, de las
ofrecidas en el teorema 5.2 para garantizar que se satisfaga MIEAS-D en un modelo
de Kripke probabilistico (de hecho, ya serfa interesante de por si tratar de encontrar
otras caracterizaciones de la propiedad MEAS al mérgen de aspectos dindmicos). Una
de las propuestas alternativas que hemos llegado a intuir, pero que no hemos llegado
a comprobar, es que el conjunto {MEAS, SIGNIF} constituye también condiciones
suficientes para lapropiedad MEAS-D; animamos a otros investigadores a que traten
de comprobar si esto es cierto y, en el caso de que no lo sea, de encontrar los “arreglos”
necesarios.

Muchas otras lineas de investigacion ya se han insinuado a lo largo del propio tra-
bajo: nuestro ejemplo final en el capitulo 6, sin ir més lejos, propone informalmente un
concepto de actualizacion de una probabilidad en un modelo que en algunas situaciones
resultaria mas natural, basandonos en los principios de la estimacion de pardametros en
la inferencia bayesiana. En el mismo ejemplo, mencionamos también la existencia de
propuestas probabilisticas para generalizar el operador de conocimiento comin (como
la que aparece en Halpern y Fagin [3]); serfa sin lugar a dudas interesante estudiar los
efectos de la introduccién de algunas de estas propuestas en nuestro lenguaje LPgc.

Finalmente, y aunque durante el resto del trabajo no hemos hecho nunca énfa-
sis en esta cuestion (salvo en una nota a pie de pagina), consideramos que una de
las limitaciones més importantes de las propuestas que existen en el area de la logica
epistémica dinamica, o al menos de las que nosotros hemos estudiado y presentado en
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este trabajo, es que se excluye desde un principio la posibilidad de que algin agente
mienta. Es cierto que esta cuestién es dificil de tratar, dado que, de nuevo, “a partir
de una mentira puede deducirse cualquier cosa” (aunque en la literatura ya existen
propuestas en este ambito, véase [16]). No obstante, consideramos que el enfoque pro-
babilistico proporciona precisamente una salida en este sentido: en efecto, como se ha
visto en los correspondientes capitulos, es muy distinto (al menos en los términos de
nuestro lenguaje) que algo tenga probabilidad nula a que sea falso o imposible; por
este motivo, consideramos que una forma prometedora de tratar esta cuestiéon podria
ser precisamente la de expresar el grado de confianza en que un agente sea veraz en
términos probabilisticos, y la actualizacion de estos grados de confianza podria de-
pender de una “funcién de utilidad de mentir frente a decir la verdad”; en cualquier
caso, desarrollar una propuesta de este tipo requeriria por si mismo de una monografia
aparte.
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